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U V  0 Đ
IToma suaajo do jo iapitivanje usajamaih aavisnosti ia- 
medju raaaih pojava, kalco u prirodnim talco i u druotvonim naukama, jo- 
dan od prinamih zadatalca. U tim ispitivanjima statistioke matodo i- 
maju iauaotno važnu ulogu Jor je vcoaa malo pojava 5ija uaajacna sa- 
visnost mono biti potpuno doterministioki odrodjcna. llonje vise, za- 
visaosti su dolinicno a najčcocc su otohastickog karaktera, pa jo u- 
ključivanjo tcorijo vorovatnoče i statističkih cetoda u ispitivanju 
ovih pojava noophcdno.
Prvi koralc u ispitivanjiua savisnosti jo marenje te sa- 
vicnosti i to kako u slučajovica linaarnih vosa tako i onih vesa kojo 
so mogu odrodjenim transformacijama linoarisovati. U najprostijom slu- 
oaju jodnu pojavu karaktorišo jcđna aleatoraa procenljiva a drugu jo- 
dna druga aleatoma proacnljiva. U tom sluSaju, sa moru usajamno savi- 
3nosti tih pojava usimamo ohičan kooficijcnt korolacije koji prodsta- 
vlja moru linoarno savisndsnoati ismodju tih pojava.
Uodjutiu, moso so dositi da aok jednu pojavu karal:to- 
rišo jedna alcatorna promanljiva,drugu pojavu karakterisu dve ili vi- 
šo alcatornih promealjivih. Tada linearnu savioaost ismedju ovih po- 
java morimo višostmkia kocfioijonton korolacijo.
U unogim istrašivanjima odrodjcno pojavo su bile kara- 
kterisano sa statističkim strukturama, tj. sa jednim skupcm nenoga- 
tivnih brojeva čiji sbir jo jednak jedinici. B. Ivanovič je rasmat-
rao poja,va vrote i do-inioao jo iov. koloktivzii koofioijent
korelaoije kao seru linearne zavisnosti issodju otatistickih struk- 
tura.
Ovaj rad icn za cilj u prvoa rodu da proairi definioi- 
ju Ivanovidovog kolektivnog koofioijonta lcorolaoijo, a zatim da se 
du nadin nerenja iinearnih zavisnosti i za sluSajeve kada-je jeana 
pojava karakterisana sa vioo aloatornih pronenljivib a druga takodje 
sa viso oleatomih prouenljivih. Definisan je tzv. vektorski koefici- 
*ont korelaoijo kao oora linoarno cavionosti izaedju aleatornih vek- 
tora.
Rad je podoljcn u Setiri dola. U prvon dolu data je de- 
finicija Ivcnovidovog kolektivnog kooficijonta korelaoije i njegove 
osnovne osobine.
Drugi doo predstavlja gonoralizaciju dofinicije kolek- 
tivnog kooficijenta korolacije i na slucajovo kad aleatome'struktu- 
re iuaju razlicit broj iclaca.
Treći doo jo posvojcn opi’tin raznatranjima linoarne za- 
visnosti izsedju aloatornih vektora.Dofinisan jo našin odredjivanja 
najbolje linearno voze iznodju alcatornih vektora i ddk&sana osnov&a 
svojstva tsico dobijonih veza.
U oetvrtoa dolu jo definisan voktorski koofioijent ko- 
relacije, izlozeno su njegove osnovno osobine i pokazana je opravda- 
nost definicije tog koeficijonta kao mero linearne zavisnosti izaodju 
aieatornih vektora. Ovaico dobijone toorijske rezultate prektiSno sao 
priaenili u prohLeau ispitivanja zavisnosti izmedju dohodaka u van- 
privredaia i privrednia đolatnostiaa SPRJ za 1974. godinu.
KOLDiCTIVNI KOEFICIJSOT K0R2LACIJ2
Koloktivai kcofioi jca-i; korelaoije, kao taoru linearno 
savisnooti iznsdju statiotickih strulctura, prvi je definisao B. Iva- 
nović ko] i [2o3* 0** jo pokasao da taj kooficijoat iiaa iste ono oso- 
bino kojo ica i obiSaa koeficijoat korelacijo, tj. da je kvadrat tog 
koeficijenta uvel: aaaji ili jednalc jodinici, da izaa vrednost nulu kad 
su otatictićlco strukture modjusobao nosavisao i da iaa vrednost jodan 
ako postoji linearna savisnost isaedju tih statistidkih strulctura.
Najsad, J.Karamata i B.Ivanović su dokazali i obmuto, 
tj. da postoji linoarna voza izaodju posuatranih 3tatistiSkih strulc- 
tura alco jo Icvadrat njihovog lcolektivnog koeficijenta korelacije jod- 
nak jedinici.
1.1. Definicija kololctivno kooficijonta 
korelaci j®
Posmatra jno jodnu prclcidnu aleatornu promanljivu X ko- 
ja na sluSaj nošo usinati vrcdnosti
Pi’cdpostaviiio č ,akoa vorovatuoćo protaonl jive X u
odnosu na skup -rr, slodeći ur- . „v,̂ i skup parova
(l*l) L < Pj; > » i 1, • • •» n~| ] p
pri čeau jo
» • • • »
J
=> P±a
Prcdpostavic.o dcljo da jo sakoa voz’ovatnode pi-oaeiilji- 
vo X u oduosu aa akup ua dat ca
(1.2.)
pri čeiou je
[ < Q̂ > I 1 6 ĵlj • ••;» XX | ]
f i [i ef:•*•3 XI = > s: P(XaX^)_,.
AI:o isaadju zalcona vcrovataoća (l.l) i (1.2) postoji li- 
neama vosa oada se oaa močo izraziti preko jednc lcvadratne matrice K 
reda n x n jedr.aćinoa
(1.5) P = q . K,
pri Seau su p i q vektori vrsta, t j.
i
P = (p^» P^« •••» V-J) 
Q = (q-, t ^2* •••» Q^)»
liatrica K = [k.. ,] jo matrica transforaacije preko koje se struktura 
skupa 'uz transfonsiSo u strulcturu skupa Ui.
oblika






Medjutio, svslcoj proaani sakona verovatnoćo (l.l) na sku- 
pu 'TTj ne jaora da odgovara jcdan cdredjoni salcon verovatnoć© (1.2) na 
skupu 'iJa* Drugim rooiiaa, icaedju ovih sakona vorovatnođe no2o postoja- 
ti saao deliciona linearna vosa pa oo postavlja problem odredjivanja 
matrice transfornacijo K tol;o da ona na najbolji aogudi naSin israEa- 
va lineax-nu vesu isneaju sakona verovatnoca (l.l) i (1.2).
Da bisBo odredili neposnatu catricu K pretpostaviĆemo 
da i-aspolašeno sa N parova sakona verovatnoća promenljive X na skupo- 
vina oTj i ira
(1.5) «  p,’il» • • • j, '■*ilJ ,,q, >> x e , n >]
Do najbolje nogudo linearne vese isnedju statistickih 
struktura odredjenih na skupovima i f t s sa israsoa (1.5) dodicSemo 
ako matricu transformacije K odredimo talco da noivaa raslike isznedju 
strukture skupa 'vr<
'; < ^il* **** I 1 »i •••> ^ f i
i strukture tog skupa dobijene preko struktura slcupa 'ira
n n
< * qij kji» «ij > V  M 1.
Xe
učiniso najtianjon nojuoon, tj. talzo o^ uiniciiairaao izraz 
(i-6)
i 3 j
OznaSico sa ? icatricu koja od^ovara atrukturi akupa w«
(1.7) ?=?,N:n
?11 *" pln
[PN1 "* PNn 






vrodnost ako za oatri-Izraa (l.o) đostićićo 
cu K uznoao izatriou
(1.9) K s (q * . Q)*** . Q»P .
Vidi [2oj.
Dofinioi.ln 1.1. Kolektivni koeficijent korelacije izme- 
dju statistiCkih strulctura skupova v« i u2 datili sa (1.7) i (1.8), jo 
kolicnik
(1.1°) B l°» - nS
Jlp'pl J I«'*Q|
pri i’csrn ou 1 Qj# !?*Pl i {Q*q J dotoriUinante kvadratnih matrioa P'Q# 
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qi2 qi2 •’* 7 qi2 qin 
i 1
N
I Y  : T  ̂qi2 —  y  «in qin
ICoricteđi onnclco (1.7) i (l.S), aproicsiuativnu linear- 
sodju strulctura colono inrasiti u aatriSnoa obliku preko
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cle&GĆG natriSne jcdriacir.o 
(l.lfc) P a Q.K,
pri Scmu ja K matrica data sa (l. 9). Na osmovu osobiao dGtoraiaaa- 
to inversno matrice, icvadrat koloictivnog kooficijoata lcorelacijo co- 
'ćo biti iora'ćcn sa
ft.w) r2 = lp,Q k ’° r x q,pl .
|p’p|
Is (l.O) dobijaco da jo
(1.16) (Q KY  (Q K) *= Q Q ( g ^ ) ^  Q'P =
taico da jo kolektivni kooficijoat lcoralacije definisan israsoa
(1.1?)
„2 Ik »o»o jcIll s 1 *— *—*»—*•» #
jp»pi
1.2. Osobine lcoloktivnog kooficijenta 
korolacijo
Kolektivni kooficijent korelacijo ima iote osobino lcao 
i obiSca koeficijont korelaoijo.To su slodeuo ocobino;
Onoblna 1,1, Kvadrat kolektivnos lcooficijenta korelaci- 
jo jo uvek maaji ili jodnalc jedinici, tj.
K2 « 1.
D o k a s. KorioteJi osobinu sbira dotoi-minanti, doterainantu P*Q 





P, ! %_i ?i0l qi 2* Pi 1 qi n
N
■*■1 2 2 n n
1 pi.2qi,l pi02 qi 2... pi 2 qi nL X i 2 2 n n
in pi. nqi 1 Pi0n qi 2* pi n qi ni 1 1 2 2 n n
Possati-ajao sad matricu P.. • • ciji su voictori•j*2» M  i'*■ . nvrsto uotvari veictori vroto catrico P (l.o) ca inuoksima
(1 . 10) P-- •; •;
h S*** s
Na
(l.2o) Q, ■? i s
T. 2***n
rP, t 
H 1 pi,2 *** V
pi 1 A2 2 *•*2 V ;
Pi 1 n Pi 2 ***n nn
i matricu Q. .
1 2 *  *
, is 
n
qi 1 X1 *2-5 O * * *
Qinl %  2 * * *2 V  ;
q, ! «> «*•a qi 2  *" n qi n fn J
MnoSeći sa levo strane matriou (l.2o) transponovanoa 
aatricoa (1.19) dobićeao matriou
"I
pi:l qkl Pkl qk2 pkl qicn
' k
(l.2l) ?. , i i ,.i= / P‘-2l V *  2 1 2  ’ B la
Ic
pk2 qi:2 •** / pl:2 Qicn
k k




pri cosu iadoks k u cbirovica uziaa . um vrednosti ..., i_.
Dotorainanta csatrico (1.21) Eolio so na analogan način 
kao i dotorninanta (l.lS) trancforssioati u slododi cbir determinanata
Indokoi j-» uaiaaju vrodnosti i. } ...p i . Ako su dva ili vioo
ovih iadeksa medjusobno jediiold., or.da odgovara juda doterminanta ima
dve ili viso jcdnalcih kolona pa jo jcdnaka nuli. U ovom sbiru ootauo
n! dcterminanti kojo de odgovorati J)0 iVili vi Ci C X ci xXaClq!cg£l i-. a • • • j ii |x a
pa je zato
1
i w % i9i22 "■ 1<3i n xn n !
l?i i *Qi i I = »! 
h mmmn h m m m n w w  ■■■ pi 2qi n ; n n
pL a qi,l ?i0nqi02 ' * * * pi nqi a
I 1 .1 2 2 n n
Sa drugo strane, sbog osobine proizvoda determinanti
imoao
I ̂1.- i i ! “ I *.•, i i • I Qj: i * *V "  n ir**1n xl” mXn h'-'n
pa jo zato
W  W  ■" W  
V V  W  -  V v
• W  W  ■" W  i
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toko đa so dotoraiaanta (1.10) aolia naplsati u 3ledodoffi oblilcu
N N
*1
Svalcoa ciateau brojova io# • ••» i Boaoao pridru- 
šiti jodaa indek3.Zato doterminantu (l.lS) moSemo r'".pisati i u ob- 
liku
(1.22)
Na potpuao analojan naSin uolaiuo transformiaati i do-
terninante jp'P- i jQ'Qj• *alco doao dobiti iar&aa
(1 .2 3 ) !p,pl “  3T y
i
(1 .24 ) !« ’ «! = z r  Y .
i
Noposrodnoa primenoa Schnartsove nojednačine dobija so
E
cdakle, poalo saone vrodnosti is (1.22), (1.23) i (1.24) dobijamo 
nojednacinu
odnosno
|p *q |2 - Ip 'p I |Q'Q| « 0,
p2 _ !p»o!*
" |p »p | ,|q *q |
< i . i'[,
Oso'bin.'r Ako ou salconi verovatnodo (l.l) i (i.2)
modjusoono nosavisni cnda su statistioko strukture (1.7) i (i.8) mo- 
djusobno ortogonalne, pa jo kolektivai kooficijent korelacijo jednak 
nuli, tj. tada jo
R = 0.
gooMne. ln-5,. Kvadrat koloktivnog k o c ^ ic i jo n ta  k o re la -  
o i je  jo  jadnalc je d in ic i  alco i  samo alco isa e d ju  o ta t is t ič k i l i  s tru k tu - 
ra  p o s to ji lin o a rn a  vozs., t j .
(1 .2 5 ) R2 = i  <=> p *  Q.K .
D o k a o. TaSnost ovo osobino dokasali su J.Kara&jata i B.Ivanović. 
Ovdo noćoao dati konplotno isvođjenjo jor se ono nalazi u [2o ].
sa, onda jo
AIco izmedju statističkih struktura postoji linearna ve-
n
^  %  j !c jl
j





sa svalco i = 1,2, N, talco da je determinanta |?̂ | u israsu (1.22)
jednaka
(1.26) iP.i = Jk I * IQ± i-
Kad (l.lS) samonimo u israse (1.22) i (l.23) dobićeao
!?'«!= rrlK! )  'l«/2 j
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Jp'pj = ~ j k |2 J  ig,!2,
T
pa ia definicija 1.1. kolektivnog kooficijenta korelacije icamo
i'to anaSi da je u sluSaju linearao cavisnosti isaedju otatistidkih 
struktura kvadrat kolektivnog koefici jenta lcorelaoije jednak jedinic
U mnogia ekonoraskim i drugim razmatranjima odredjenih 
pojava potrebno je raamatrati aimultanu savisnost ismedju dva rsspo-
reda frekvenoije u datoa vremenskom intervalu. Talco na primer, 
treha posmatrati distribuoiju uarlih po starosti u jednoj semlji i 
distribuciju uarlih po starosti u drugoj semlji i njihovu simultanu 
savisnost.
Isto takOj, pošoljno jo ispitivati disti’ibuci ju ličnih 
primanja u jednoj organisaciji ili jodnoj privrednoj delatnosti i 
njenu savi3nost ođ distribucijo ličnih primanja u drugoj organisaoi- 
ji ili privrednoj dolatnosti. Zato lcoloktivni koeficijent korelaci- 
je ima veoma Siroku primeau.
&ENERALIZACIJA KOLEKTIVNO& KOEFICIJENTA 
KORLLACIJS
U ovojia radovima B.Ivanović jo posaatrao linearnu za- 
vicnost isaedju dvo aleatome atrulcture i dofinisao Jq koloktivni ko- 
oficijont korelacije za sluoaj kad je broj lclasa posjsatranog obelez- 
Ja aa skupu -»i jodnalc broju idasa tog oboležja na skupu ira.
Zbos volilcih mogućnosti primene lcolektivnog kooficijon - 
ta korelaoije u ekonoaskim i drugin istrazivaajima, potrebno je pro- 
Siriti razaatranja B.Ivanovida i dati dofiniciju koloictivnog kosfici- 
jenta korelacije koja ćo ouiogućiti njogovo raćunanje i u di’ugim siu- 
oajevima. Zato je oilj ovog poglavlja da se dd sira definicija kolok- 
tivnog koeficijenta korelaoijo koja oo obuhvatiti i slučajeve kad dva 
aleatorno strukture nemaju jednalc broj klasa.
2.1. Merenje varijabiliteta aleatornih 
struktura
Posmatraćeao statistioki skup ^  i za njegovim elemen- 








2, ...f m] J ,
f i [ i e\ 1,2, aj => p± = P(X = x±) ].









q, > 1 J e [1, 2, ... ,
j J i j S '  1,  2,  . . . ,  n| s  > q , =
.- L J
P(Y « y j  ]
Fredpostavico čLa raopolasouo sa N parova struktura skupova t.*, i ira,
(2.5) ' *1 .P/xu i l ,q i2 » ** ,q. »^in |i e 1,...,n ]. t J
turaoa (2.5)
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Matrice 5 1 ?  predo ju statisticke strukture
i irg. SlGuonti tih catr Ul. v,u nenegativni brojevi takvi 
svake vrsto kod obe asatrice jednak jedinici, t j.
n
j=l
2.1. Vcirijabilitet statisciSke otrukture 
'i se detominantoa
C 2 C'iTfl) = \ V  »
calamon oblilcu 
1 N N
Pj •? P4 ■? •»««» Pil?i2 *'
x















Na olicon naoin i varijabilitet strukture skupa ir* da-
(2.7) aori so detorminantoa
o2 ^ )  = jVf . V|,
ili u skalarnoa oblilcu


















*ia*ii ; *ia*12 *** > *<-*in in
strico . 5 i V' . l' cu tcv. Crcaovc laatrico. Ako jc
N 1 scccc { j n
or.ia su to catrico cooidofinitna, pa ou doterainante (2.9) i (2.11) 
nonogativni trojovi. U ovojoj doktcrclcoj dicortcoiji B.Ivanoviđ jo 
pcluicao da cu ovo oatrico poaitivno dofinitno kad ae N > m, odnosno 
N > n i kad Jo ran-j aatrica 5 i ¥ Jodnak a i n,
2.2. Linoarna navisnost iauedju statistiokih 
struictura
Ako poatoji linoarna vcca ianod^u atatistickih strui:- 
ra skupova i <srfi datihoatrioana $ i V^onda ta vosa sioso biti is- 
~«jona u*atraonon ^odnacancn
(2.12) $ = ¥ • K
pri 5onu jo 
(2.13) K = [k^]
^12
CC. v.lCu transforaaoijo strukturo olcupa ir2 u strukturu skupa iri#
22
ELesonti Eatrice K ..aa biti nopocnati. Ali, olco
.-ostoji lincc-'na voca (2.12) onda nnočcdi tu jcdnacinu oa lovo stra- 
no oatriooa v# dčbidcmo jconaoinu
V# Q * V' Y K.
Prsdpoctavl jajući da v'o II > m, matrica V# V Jo positi- 
vno dofinitna pa postoji njcna inverzna matrica. Po<’".o mnocenja sa 
/Tr/w'!~̂  člobiiSemo da jo
(2.14) K = (¥#V)-1 V#v .
Uoaijiicjktttg XM*aOU|)U wi)uOM>wi/*c»ACiaA 2 ^ru>vour^ posto^o.- 
wi 5aso dolii-iiona linearna saviGuoow# U tom olužaju co poatavlja pro- 
blcn odrodjivaaja matrioo traasformacijo K ta!:o da reiacija (2.12) 
predstavlja najboiju mojuću ooonu strukture slcupa *jtj za datu strul:- 
turu skupa ira* Taj problea jcmo rošiti talco 2to <5eao normu matrico
(2 .15 ) Q -V' IC
ovcati na najmanju cojuću moru. Drugim> reSim a, oiredićcmo matricu IC 
.a-o da icrua
N u n
(2 .16) F = -  )  ’ i A /
1 j
dosti^no mononalnu vrodnost.
Parcijalni iavodi funicoija po Ic . su * 3j
a
# 7  - [-2) ) « u  [ »ij“ J qilkij^’
pri Sonu jo
j s 1, 2, .«., m
L J
s c a, 2, •.», nj
IcjednaSavajući ovo iuvclo oa r.uloa dobiuoao m«n jo-
io toIil;o nopocnatili lc .. 2a
3 J
dokoa j dobićono siston od a jodnadina.
daaSina sa ist l i e saatih 1;  jodnu fiksnu vrcdnost in-
(2.17)
N N N






^ ?ijq12 ” / qi2qil*klj + **• + )) q.0q, *k , ss 0 / 2̂ vln nj
I
N
P, ,<1, „-a in qinqil#klj +
N
. + ) q. q. *1: . s  0 Yxr.in nj
U ovoa sistecu jcdnacina ncpocnato ou k.. k a koofioijentiJ. j nj
us nopoonato su eloeonti cvtcico V#y. Slobodni olanovi u oviia jodna- 
oinaaa ou oleconti j-to kolono toatrioo 7'<5. Siatoa jednaSina (2.17) 
nooo so ln*ado napisati u nati’ioncn oblilm
(T'V) Kj -
pri Sobu jo Kj j-ta koloaa uatnico K, a 
V'O. OvuI:vih sistoca jodaadina iua u i : 
do napisani u isatridnom obliku
[V'vJ.j-ta kolona catrico
H;vi ti sistooi ao~u biti kra-
(2.18) (V'V) . X » V'O.
ICad jo N > n i uatrica V ranca n tad postoji invorsna catrioa oat- 
rico V'V pa jo redonjo jednadina (2.18) catrica
(2.19) K n (V'V)”1 V'O.
Kud vrodnost (2.19) scur,onino u jednaoinu (2.12) aobi- 
dcso oconu strulcturo okupa vr« preko ctrukture skupa ira
(2.20) 0 = V(V'V)"1 V'w.
Kadi kradeg pisanja uvodoono sledode osnalce. Sa P, Q 


























^r2^rl cr2qr2 *** / qr2qra
N N N
qruqrl / qrnqr2 * * * / qrnqrn
r r




qrl?rl / qrlpr2 /_ qrlPra
r
1/ N
qr2Prl ^ qr2pr2 * * * j ^2^;
r
N
t qr*'.‘rl / qm Pr2 *** / qrr.Prsn 
r r r _
Sad sg jaatrioa transfosraaoi jo moaa napisati lcao
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(2.24) K = Q"- . S,
a ocoajona strulctura skupa ^  proko atrulcturo slcupa
(2.25) J - V • Q-1 • S .
Pokasačoao da jo abir vrsta matrica (2.25) jodualc jodi- 
aici, sto suaci da jo to saiata jedna statistielca * .ruktura.
U n a t r i c i  7 ♦ K i-ta v rata
nr— , I*v*~
5
L j ** *A u —- <* «bN*4b r
n
q, k , ra
pa poolo sabiranja ovih vredaosti dobićcao da jo zbir i-ta vrcto ma- 
trico V » K Jodnalc
a n n a
- E V [ 1
odaklc so vidi da Jo dovoijuo da sbir vrota matrico K budo jodnak 
jodinici pa da isatrica (2.25) prodatnvlja Jodr.u statistifiku strukturu.
Cpeti 5iaa natrice (2.10) Jo oblilca
n
(2.2S) Q S . 4
(2.27)
Zbir i-te vrote natrico S dato sa (2,25) jo 
n n N N a
su  - Ef j W “ [ Ev'
J i r r j
pa poeto Jo sbir svalco vrste matrico v jcdnak jedinici, to Jo 
B N




Sc. drujo otrcoao, e' *o vi'oto natr ^ dato so (2 .2 2 )  jo
;r n IJ
« i j  = )  , 0  ’ r t ’ r J 5
j
N n
q . [ \ q , ] . rr /
j
Kako jo  r o ir  svolco vroto aatrico V «cd;:.a!i jcdinioi, to  jo  
n _N
(2 .2 9 ) )• C i j - ^ V i  •
j




-a svd; o i  s r,—-̂ 2, ..• ̂ n( .
(2 .51)
Zbir i - t o  v rc te  c a t r ic o  K jo  jednalc
a  n n
[ \ Qi r  5 .]  = \  Qi r  [ \ S .]  .i'J
j




[ ) QXi' S . ]  - \ [ \ Qii7 Q„ J .
j  r r J
(2 .3 5 )
ICa!:o jo  na osnovu posnatog p ra v ila
n
« «.-j ■
fo sa i  ■/ j
1 sa i  s  j ,
to i s  (2 .5 2 )  dobijauo da jo  z b ir  i - t o  v rs te  aa ti-ico  K 
u n
«ir s,j - *•
i r
a to jo  i  tro b a lo  polcasati.
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2.3. KololEtivr.i koefioijoat korolaoije
Pooaotraćcno <lva statistiSka skupa Tr, i T72 i na njiho- 
via oloasntisa ooriti o'ooloojo X i Y. Noka su odgovarajuće statistic- 
ko ctrukture dato catricaaa v i V# dofinisanin icrasica (2.6) i (2.7) 
rospoktivao. Kao sto jo reccao, varijanoa strukture skupa w t cori so 
dctercinantoa
r>
V (iTi ) s  jv# * C?| .
Sa dru£© strano, loioli cco da utvrdimo najbolju line- 
arnu vosu iacođju statistiSkih struktura okupova TTt i ira. Korioteći 
uotod najcanjih lcvadrata utvrdili ono da jo najbolja linoarna veaa 
data matricon K  (2.19), odnosno (2.24), koja dajo ocenjona vrodnosti 
statističke strukture slrupa Vi proko strukturo skupa tt2. Ta je ocona 
data s trukturoa
(2.35) š » ! (fv)*1 V'š.
Ovoko dobijcaa oconjcna struktura iasa svoj varijabili- 
tot koji ćoao ccriti doterainantoa
(2 .55) C/^fo) = |v/ • vj .
Xnd u (2.3G) zamonimo vrednost iz (2.35) dobićeno da 
je varijansa occnjene strukture
(r2fa) = J[v(V/V)“1V/w]# [V(V/V)"1V/§]| =
= jS'V (V'V)”1 V#* V (v/v)”1v/5>| ,
odnosno
*2
(2.37) o- f o )  a j$#v (V'V) V 'vj.
Varij^nsa oconjono strukture (2.37) eouo so kraćo na- 
pisati u obli!:u
(2.33) o-2(tt, ) » JS'Q~' Sj ,
pri 5enu ou P, Q i S matrice definisane izrazica (2.21), (2.22) i
27
(2.23) respektivao.
Poredjenjom varijonso atrukture skupa vri i varijanoo 
ooenjene strultture tog skupa preko atatisticko strukturo skupa -sr2, 
tj. poredjonjca israsa (2.34) i (2.37), dobiđeir.o jedan koeficijont 
koji đo predstavljati cdnos "objaenjonos" vcrijaliiliteta statistio- 
ko 3trukture ckupa vr̂ đatou strukturcm ckupa vr2' i ukupnog varijabi- 
liteta statistiSko strukture skupa vr*.
Kvadrat kolektivnog koeficijenta ko- 
• v • jo odnos varijanse ocoajone strukture ckupa <jn datom struk- 
turom skupa vr2 i vari janso statističke strulcture skupa vr,, t j.
U slufiaju linearne oeene kolektivnl koeficijent korelacije ja
(2.39)
rncn obliku
Varijansu ocenjene strul:ture moseaio napisati u skala-
(2.4o)
w ~2pri 5eau jo Q“ op2ti član natrico Q pa koloktivni koeficijont ko- 
relacijo israson u skalarnoa obliku jo
23
f ra n q  n





q n m n
QiV j i Qi“Si23j2 "










E Zq1v i2 ***
j
?n p12 *# # ?lm|
?21 P22 * * * p2m [
! P 1 j al ? .2 *•• Pmm
m n
q1,5s . s 1im jui |
3- J
PoI:asa<2cao da co ovalco dofiniaani kooficijent korola- 
cijo svodi na kolcktivni lcoeficijont korelacije dat dofinicijoa 1.1. 
u sluSaju kad jo broj lclasa atatiatičkih struktura skupova tt, i tt2 
ioti. Zaiata, u toci sluoaju jo m=n, pa su taati'ico P, Q i S kvadrat- 
no natrico roda n»n. IIa osnovu proisvoda dotcrninanti iz (2.33) do- 
bičcao da jo varijansa ocenjono strulcturo
) = |s*| • U " 1 ! |S| .
Kako je doterminanta transpcnevc.no matrice jodnalca do- 
terainanti aatrico a doterminanta invorzne catrico jednaka recipro- 
čnoj vrednosti detorninante raatrico,to će so varijansa ocenjene stru- 
kture svesti na
Zaaoajujući ovu vrcdnost u (2.39) dobićemo da je ko- 
lektivni koefioijont korelacije jednalc israsu
(2.42) r ■ — j J L L - -
vToT
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ICad P, Q i S cat;3iiia njihovin vrodnootima dotia sa (2.21), (2.22) 
i (2.23) dobiduco
(2.4d) R Iv'/'L
u ovo je ioti ioraa icao i (l.lo) cdc P zamonjono sa Q a Q sa V.
Dofiaioiju l.i. koioktivnog kooficijonta korelacijo, 
lcoju jo dao L.Ivcaović, coooroo iskoriatiti za odrodjivonje koiekti- 
rao2 kooficijcata korelacijo i u siuSaju kad jo broj Idasa u stati- 
stiSkim strukturaaa rasličit, tj. lrad jo n > m.
Naice, aI:o predpoa tavirno da ismedju statistiokih stru- 
lctura skupova rr? i <ira postoji dclimiona lir.carna vesa, onda ćeuo na 
osnovu nckoj Icriterijuma cdrediti catricu transformacije K tako da 
ona na najbolji naoin isražava tu vouu. liatricu transformacije K,
odredjenu na taj naoia i osnaSenu sa IZ» iakoristićemo sa oconu stru- 
kture slcupa preko strukture okupa '.ra. Tako dcmo dobiti matriou 
oconjene strukturo
(2.4-4) 0 = V . K .
Statistička strulctura data matrioora (2.6), i oco- 
njoaa statistiSka struktura 4, data matriccm (2.44), istog su rcda 
i iaaju N vrsta i m kolona. Kolektivni koeficijsnt korelaoije isae- 
dju cvin struktura oureduocmo na osnovu uc—»..-.c.j-jo x.l. s tio suo 
je ? saaenjono sa v a Q sa 0. Tako ćcno dobiti da jo




|<5' 7 IC 1
!S'vj [J/ v'V Kj
3*
Deteraiaante u (2.CL>y ou rcčla a pa s obziroa ca osobi- 
no proisvoda doteraiuanti i rociproono vrednoati invorone aatrico 
dobićeao da Jo
(2.47) ~2 _ I (.v?
Sa dru^o strane, Icolc!:tivai koefioi;rnt korelacijo




Zx aatrioe u brojitolju israsa (2,47) i (2.4S) vasi slededa teore-
Toorc— ». g.l. Matrioa
/ *v. 2 /*V 'V#. — .1(4' '2 IC) (K# V It) 
jednaka jo matrioi
<vK# V' V X, 
d:o i saao cko Jo
(2.40) X a L  (V# V)_* V' 4 .
D o k a s. Predpostaviao da su natrioo u bi-ojitel ji- 
ca israsa (2.47) i (2.48) jednako, tj. predpoatavimo da je
(2.5o) (4# V K)2 (K' V' V X)"1 = K' V' V X .
Kađ jednadinu (2.5o) pomaoSiao sa doone strane matriccn
K' v ' n
dobićcmo jednaSinu
(4' ? K)2 = (K' V' V K)2a
cdnesno
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(2.51) §' y 1  = a ' v ' y X .
KoristocSi oenake date israziaia (2.21), (2.22) i (2,25),
jcdnaSinu (2.51) napicačcao u lcraćea oblilcu
S' K = K' Q K .
Ova aačriona jodnaoina predstavlja n oistema cđ q  jodnačina. U i-tca 
sioteau jcdnačino imaju oblik
n n n




o !. e t- . q t-J‘S rjVO,-,,tM>00V* • •-rO_ ..C  ̂ ) Qrikr.yk12+t ) Qrikr2^k22+,,,+V  Qrikra3 kn2
a n
SH klu+S2ik2a+,,*+Sniknn: * ) Qrikrl]!clm+C ) Qrikr2]k2a+#*,+0 QrikrJ *
Ako u cvcdcoj jod-iaSir.i ovog sictesaa oliminiaeiao S^, 
tako oto čcuo j-tu jodnaSinu, j.) ql, 2, ••., a| ( pcunoaiti sa k,
JuJ'
i 2to čcao drugu, treču, ..., m-tu jednacinu ponaositi sa k ^  a sa- 
tin oduseti od prve, dobidcno sistem cd (a-l) jadnadina
n n
Q  , l
S2ik22 + + Snikn2=C ) Qrikt2 ' ,1K n n +k22 , .  + [ V q .k  ] k1 .*■ ' ri rnJ n2
n
fcl +2i‘"2c. + snikL * r- £ > * » ] .  * * + - +
1
nm
Lfil UVC(*Cm>0 OjlvjČLg o O 00+«C»**.0
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^22 “ ^21^12 " “22I:11 ' * * *9 ‘Cal1C12 " " z i2 lZl l
lcn — Ivŝ „ *v.. — lc„ lc_ _ 0 0 9 m g 23 1* -  1<_ "■  XC _■*v.( _2«ii 21 Isi 2w jLI «»ui nl i.Q 11
Ka aličan nacin siatea jcdnaSina (2.25) aočoao ovooti 
na (n-2) jodnaSina oliainiouui Sg... FroduSava judi ovaj postupak na- 
kon (c-l) koraka doćićono do jodno jcdnaSine oblikc
n n
o ...**>A> *««Mt « [\ Q .k jk12'1 +...+ [\ Q ,1c ] ka”i ,/ rx rn cia ri iia rca
ra-l
pn ocnu jo
._2i-l ,13-2 ,a-2 . e-2 . ra-2 , o-l , m-2 , o-2 , m-2, m-2
a-m-1 a-l;a aaa a-lja-i. nm n-*;m n;m-l nip n-l;sa-l
Ic jednačine (2.35) vidi so da S...... Sn-! aoju imati proicvo-
ca
nx
ljao vrednosti. Zato mocomo ucoti da jo
n
(2.54)
S . t j »RrfJ. & J. Q ,k . ri r;ip+l
n
Sni - Q ,k ri ;m
Uvratavanjem ovih vradnosti u jodnaSinu (2.53), a ca- 







S2i 3 ) QriLr2
S , Q . k rx rn
r
IC&d ov&j postupolc ponoviao na ove vi'ednoati indeksa i, 
dobideao u oistoma jodnaoina oblika (2.55). Tih m sistema od n jod- 
naoina mosomo krado napisati u Katricnoa otlika
(2.55) S s Q'K .
Posto jo Q sijsoti’ičaa matrica, to jednacinu (2.5G) uo- 
S3Q0 pcnaositi sa Q ‘ sa lovo straao. Talco ćeiao dcbiti,-'~N
~ -1K r= Q S,
cdnosno
K a  (V' v)"1 V' V .
Pokaaaćeao oed i obrnuto. Prodpostavićcao da jo 
K s (V# V)"1 V;v .
Iiad ovu vrednoat sajnonimo u matriou 
(y# V K) (K'V' V K)
dobićeao da je
(2.57)
[ft' V(V# V ) v  ]2 [ v' V (V' V)"1'?' V( V' V ) S '  5 ] "1 
* [v' v(v' v r H '  V 32[ v' v( V' V)"‘V' v ]"*= §' V (l'V)"V v .
Sa dru^o atrane,kad vrednost matrico K samenimo u ma-
tricu
K' V' V K
dobidemo
K' V' VX = v'V^V'VrVvCj'V)"1^ ^  a
« v 'v (v 'v )" 1^ '^ .
Is (2.57) i (2.5G) so vidi da u ovom slučaju
(v'v k )2(::' v' v k ) e k ' v ' v k,
g to jo i trobalo pokazati.
Iz tooreao 2.1. slođi da jo Icoicktivni koefioijont ko- 
relacijo dobijen preko dofinioijo 1.1. i occnjono atrukture isti kao 
i kolektivni koofioijont korolaoije dobijcn na osnovu dofinioijo 2.2
34
i linoarne ocona statističlco otrukt
' 0
K s K s
S2 . n2.
¥)"* y< v
igia rečiaa, kad jo
2.4. Coo’oino kolclctivnog kooficijonta
koro'! rjoi jo
Onobinn 2~1. Kvadrat koloktivnoj lcoeficijonta korelaoi< 
jo Jg jcdnak ili manji od jodinico, tj.
R2 < 1.
D o k a 2. Koristodi osobinu doterminonti inversnih 
citrioa i proisvod determiaanti, lcoloktivni lcoefioijent korolaoi jo 




R2 = | (v' S)”1 v' Y(Y'V)"1T'*|
R* = I? " 1 s ’ < fh\
Kolca je X karalcteristični koren catrico
. X njogov oagovarajudi karalctoristidni voktor. Tada je sadovol0ona 
olcdoća catrična jednadina
(2.61) [ P ^ S ^ ^ S  - X I] X O 0,
pri ccau jo I jednačina m&trica reda n x a, a 0 volctor kolona diji 
su elemsnti nule.
Poalo mnolšonja oa lovo strano catricoa P jodnaoina
(2.61) postaje
(2.62) [S>Q~~S - X ?] X = 0.
Prodpostavljajudi da jo N > m# natrica ? jo positivao
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dofinitua i sicotrična jsa'rioa. 
dofinitaa i oicats’iSna matrica. 
kvadrataa matrica T ta.cva da Jo
Takodjo Jo i catrica P 1 positivno 
U toa sluoaju postoji neoia0ulaiVia
(2.63) T'T = P 
pa jo
P = T”1 T*"1.
Uvrstavajuči ovu vrednoct u jcdnacinu (2.62) dobidoao
(2 .64) [S>Q”~S -  X T"1! * ”1 ] X = 0.
Pooto jo X fcarakteristični velctor racličit od 0, to iz (2.64) aledi 
io odgovarajuda doterminanta jodnoka nuli, tj.
j s V ^ s  -  X T"1T, "1 | = 0.(2.C3)
Mnouodi jodnaoinu (2.55) sa leve strane doterminantoa 
1t|, a sa dcsne strane deterainantoo |t ?{ i fcoristodi osobinu prois-
ira,.,QOvoda dotorai:
(2.63) Its^ ^ st* - X ij b 0
«to snaoi da jo X karakteristični koron matrice
ts' q"~ st*.
Matrioa Q 1 jo siaotrična i positivno dofinitna mat- 
rica, a S*Q ~S jo aimotrična i pooitivno soaidofiiiitna. Kafco jo T 
nooinjularna matrica, to jo natrica
TS'^ST*
oimotrična i positivno oemidefinitna pa ou njoni karafcteriotičai 
fcoreni nonesativni. Zato jo
;«.o7) X > 0.
Sa drujo strane, u jodnačini (2.62) monemo dodati i oduseti matricu 
*.;j i.afco aa aoUa^omo
[ti'V Q~2 V'Q -  Q'Q -i- </*i -  X Q'Q] X = 0,
Q_1'7' + I) Q (1-X) 5'v] X = Op 
juo ono unooto P i S stavili njihovo vrednooti uato sa (2.21) i (2.23). 
Ako oonaloirao on M matricu 
M = I - Y (f1 V'
odno3no
& sa |i
H = 1 - X
va jednačina ovcdi na jodnaoinu
(2.63) [§' » « - n S' 6] X n 0.
Jednacina (2.6C) jo iotoj ohlika icao i jcdnačina (2.62)* 
pa analojaia saidljuoivanjom utvrdiucao da je ji lcor&kteristioni koren 
positivao soaidofiaitao oatrioo. Zato jo
odnosno
(2.G9) 1 - X 5 0.
Ia (2.67) i (2.66) dobidcmo da Jo 
;2.7o) 0 < X <J 1*
oto anaci da jo karakteristižni koren catrico lcojoa jo dofinioan ko- 
loktivni koefioijent korolacijo* »c-nc^ativaa broj c;auji ili jcdnak 
jcdinici.
S obziron da jo doteriainanta jedno matrice jdnalaa pro- 
iovodu njenih karaktcriatičnih korona, onđa ia (2.7o) sledi da jo
R2 < 1,
a to je i trobalo pokasati.
Or.ohira 2,.2, Alco jo svoka lcolona matrico § kojom jo 
dofinicana statisticka struktura skupa ortojonalna na statističku 
strukturu skupa tt2 datu catricom V* tada jc kolektivni koefioijent 
korolacije isaedju ovih strul;tura jodnak nuli.
D o k a o.
S = 0,
Zaista, u slucaju ortojonalnosti imoli bismo
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£&e je 0 aatrica čiji su eleseati r.ulo. Zato jo
? " 1s , q" 1s = 0#
pa iz (2.6o) sle&i oso’oiaa 2.2.
Osobina 2.3. Kolelrtivni koeficijent korelacije jc&- 
nalc jo jo&inici ako i saao al:o isrr.c&ju statistickih struktura § i V 
postoji linoama voza.
D o k a z. Ka& rao&ju statistiokia strukturaaa postoji
*l«iO CmTIIu VO*.v»
s * v K
oa&a jo
$ = V (V'V)"1 V'Q
pa iz (2.59) sle&i aa jo
(S'O)"1^ V(Y'V)"X V'v > ( § ' S)"1 fi, 
oo&aklo jo R s 1.
Obrnuto, ocenjona strulctura skupa w, preko strukturo 
claipa <ira ina isti broj klasa kao i struktura skupa ".t, . Koristeđi 
osobinu 1.3 i dokaz koga su dali J.Karamata i B. Ivanović u [ 2o ] 
nozcno zakljuoiti &a postoji linoarna vesa izmc&ju strulctura Q i Q 
ka& je kolektivni koeficijont korelacijo jodnak je&inioi. O&atla 
slodi osobina 2.3.
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LIKEARKA ZAVISNOST ALEATORNIH 
VEKPORA.
U narednoa dclu rada raaiaatrGĆorao dva sicupa aleator- 
nih promenljivih volicina. Koristoei poatupak koji jo dovoo do kolo- 
ktivnog koeficijeata korelacije, definioaderao voktorski kooficijent 
korelacije kao racru lincarno eavisnoati isicsdju dva skupa aloatornih 
proraenljivih.
Vektorski koeficijont korelacije iraa voliku priraonu u 
raania ictrarivanjiraa. Ka primer, jodan skup proraenljivih velicina 
oogu Liti racre fizičkih karaktoristika a drugi skup raogu biti moro 
pciiiiclcih karakteristika, pa istrasivau u ovoza pcdručju raora da "rao- 
ri" cavianoat izaodju ova dva skupa karakteristika. Isto tako, pri 
ispitivanju tohničkog progrosa i okonoraske razvijonosti noke zoraljo, 
troba ispitati zavianost ekonomslcih pokazatolja i pokazatolja tohni- 
čkog progresa.
3.1. ViSodimenzionalni norraalni rasporcd
Noka jo X p-diaonzionalna alcatorna proraoaljiva
(3.1) A- » > 9
50
noprolcidnoc tipa koja cošo usoti bilo koju vrodnoot iz p-dimenaio-
nolnog Euklidovog prootora R..P
Dofirdci/H 5,1. Eoćidcao da X ina p-dic;onsionaiai noi 
Eclai rasporod alco jo njen sakon vorovatnodo dat funlccijoa
(3.2)
"do je b volctor vrota
^t*^****# Xp) = Cv)o
- % (::-b)A(:;-b)‘
A
lfV * • * * bpj '
ofinitna siaatridna c
aii G12 *•' Gl?
a2l a22 **• a2p
ii -1 C. _ • • •. _ Pl ?2 aPP
konstanta c positivcn broj odrodjcn tako da iutegral funlccijo (3.2) P
duj 00I03 prostora budo jodnulc jcdinici, t j.
/
(x-b)A(x-b)
Cp -/ o dic s 1,
pri ocsu jo
» —-r.» . . . »  *c
U X  5S dvw- * čiv-, . . .  čbc .
- 2 ?
Osnaoiao ca e velctor vrstu oSckivanih vrodnooti alo- 
atorno prononljivo X
(3.3) a f a2» ••> Cp »
gdo jo
4o
I pj - > j ,







W21 W22 —  W2p*
w ,L p1 qp2 ... V7 Jps
-,j ef f V # • J
J
=> j.
Navašdoao nclcoliko posaatih tooreaa Icojiaa su israilo- 
ao osnovno ooobino alcatoruo proacnljivo aa normalain rasporedcm. 
Naravno, ovdo so noćosio sadrTavati na dolrasivuaju tih teoreua jor 
so dcccwC uosu aaou u navoueaoj .ora cura.
^ P-Pr-n ^ i, Ako Jo sa!:on vorovatnode aleatorno pro-
aoaljivo X dut fualccijom (3.2;, tc.da jo njona oooicivana 
dnalca velctoru b, a dispcrsiona natrica Jo Jcdnalca invcr:
vrcdnost Jo- 
;noJ catrici
matrico A, t j. tada jo
a = b,
Obrnuto, sa dati volctor m i pozitivno definitnu matrieu VI postoji 
viscdiuenzionalni salcon vorovatnodo dat funlccijoa
(3.5) f(x1,..,xp)=(2Jr)‘’p/2 |wl“I/2 o
- | (x-m)w”1(x-m)*
čija oSokivana vrednost jo jodnalca a, 
trica \7.
disperaiona matrica je ma-
(3.5)
Zaicon vorovatnoćo dat funkcijoa (5.5) označavaćeno oa 
N_(;:/aj W).
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Tooror-v?, S-S* Koka a'
lan raoporod N (s/n$W) i noka j° C* Pq < p, ran^a q. Tada aleatoraa pr
a promonl jiva X iiaa norma- 
oa roda p x q, pri doau jo 
jiva
Y =XC
taicoa jq nor ***aXŵ  ra^poroo. 
Nq(y/cCiC»WC).
- " S. Dn, oi prvih q komponcnata oloatorno pro- 
.-o iiozaviano od prcootalih lcoraponenata, potrebno jc i 
ra odgovarajudi olenanti diaporaioao matrioe W budu jodna-
ki oj. da y^
Toorora 3.4-, Ako aleatorna proracnl jiva X iaa normalan 
raaporcd onda bilo koji podakup njonih koapononata iraa takodjo nor- 
ral an rL.cporca.
Ako indvojino pi'vili q lcoraponenata proaonljive X, i oc-
nacnao »j o,
X(l) = [ *1 ' V  **•’ xq J # 
onda k^1  ̂ina norraalon raoporcd




W21 W22 -• W2q
\7 •»L d Wc2 *•• wqql
5.2. Ualovui roopored i vioestrulci 
kooficijont koi'olacijo
«*o«coi ĵO a aXwOwoma pro*uC*il̂ j.Vu oc*
aoroalaia raoporodoa N ,(:c/i.i;1j). Ocnaoiao prvih q koaponenata pro- 
conljive X sa X^~^ a preoatalih p-q Cu wu**o da jo
(5.7)
X = X x^2'
xd) ,A a ( 3 A„, ’ * "V 1 3
X (2) r V y ( ̂ nP ^ • • • ? ** ) •q+l q+2 " '
Na sliSan naoin poddiđoso i ooolcivanu vrednost a aloatome pronon- 
Ijivc X, talco da ^o
(5.8)
c c 's,(D J2)
(1)a v
a
"'"l3 a23 • • • p i*» 7wj
(2) r ia = a , a( q+l q+2 23 ;




r  ! 









Wq+l|q+l “q+2;q+2 T/q- ;Pj
Wq+2;q+l Wq+2;q+l w 0 q+2;p







o  . ^ O • • •<liQ+2 Wi q* q+i p ;p
Rari3atra«S©iao prolflom odrod jivanja raoporeda aloator-
(l) /o)no proaonljivo X'*"' pod uslovc i da oloatorna prc onljiva X' ' i»a
(2) ?2)
j i > vrcanoat^ uj« pod uclovcn da a « n . O^ranxuxccuo 
ao na p-dinonuionalnu proaonljivu X oa noraalnim rasporedcm Kp(x/n;y) 
i dcl;aaati tooreau koja oo oanooi na uolovni raoporod proconi jivo
M)
T ’.or.a 3.5. AI:o alcatorna promenl jiva X iua norua-
lan raoporod N (::/m;V:), tada je uoloviu raaporod aa aloatornu pro-
(l) * (2) (2)aanljivu X' 1 pod uslovoa da jo X' '' s s;'”"7 tal:ođjo noraalni raopo- 
rcd sa oćolalvaiiou vrodnoi’ću
CO .  J 2) J 2) v’1 y:>+ “ “ '*22 '12(5.10) u 
i disporsionom matricoa
(5.11) "11 " "12 '"22 "12 *
£do su J~\ J2\ TO.« » Mn0 i W dati iaraziaa (3.8) i (3.9)."11* 22 12
D o i: a z. Ozauoićcao aa Y ^  i Y^2 novo aleatoraa 
prosoaljive dobijoao jođnačincma
(3.12)
(1) (1) (2) -1
Y 3 - “ y22 W12*
y (2) . x(2) .
Oznaoimo oa C aooinjalarnu lcvadratnu aatrieu roda p x p
(5.13)
A 0.00—0 CCl o
0 a
qq 0
" "  22 "12 p-q;p-(l
Kad aatricu C poaiiol-iao sa lovo strane proaeal jivcm
X C -(1) M )1 ̂ >X J
I 1 Poo 2i2l2«_
-.Vr*’"L ' “22 Bia > Ip-q;p-q
r(D
Ć vO Sm UUX U u  W i< U X
Y = j Y ^ \  Y ^ J
dobijo linearnoa transforuiacijca 
(3.1d) Y = X C
Koposredaoa pricoaom tooroce 3.2. zakljucićomo da a- 
loatorna promoaljiva Y ica normalan raspored
Np (y/aC; C'V/C).
OcelcLvana vrednosi proaenl jivo Y Jo
LiC ss J2>» C j
odoklo posle mnoZenja dobijamo
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(3.15) uC = p 1) - T/"1 W»:, j .
Dicporsiona uatrica aleatorno proaonljiv© Y Jo
C*T/C
xqq | "V12W22 ' j r,n V/12 j r ^  i 0q ;p -q
0
p -q ;q  1
I
? -q ;p -qj
1 w» i 
12 V -v/"1 v/* ii 22 124— ^ i p -q ;p -q _
(3.16) C i i»rf»I.o
rr ■ ') r;~ i W»
"11  ”12 ‘'22 ”12 |
0
q;p*q
o !p -q ;q  |
m4
sđ to eo j
Ka osnovu tooreao 3.3 i ia (3.16) proiailasi da ou 
i' J i Yv 1 nocavioao aloatorao procconljivo. Zato jo njihov aakon -
vorovatnooo dat ftmkoijcu
(3.17) f(y(i),y(2)j =  0 /  a p W 8)l f c ]  & X ? av ? A '
• [ y (i)- (1) - »(2)« £  ^  j1 •
- 5 P )- (S)] [ 7(2)-a(2)] •3 c J L J. C o
p-q
Poi'to jo Jalcobijan tronsfonaacijo (3.14) jednalc jodi- 
nici jor Jo dotorjainanta icatrico C jcdnalca Jodan, to so vraćanjen na 
prcncnljive X''“r' i X v“ , calcon verovatnodo aloatorno promonljive X 
mo£o napisati u o'olilcu
(3.18) i^x(i),x(2)) = C( fflcpf - | [~(i)-l(i)-ii(2)-m(ž)V(2^ 2] .
C Oicp
p-q




(2)no prouonljive X v~' dat
rsinalni sakon verovatnode aloator-
L jca
(3.19) , ():<2>) . CM  oxj jj. | [:;(2)-a<2)] j .
Pooto jo uslovni sokon vorovatnode jednalc kolioniku 
cajednickoj calcona vorovatnodo i t ircinalnog zakona verovatnooo,to 
is (3.16) i (3.19) dobijauo da jo uolovni salcon vi>"*ovatno<Se 2a alo- 
atorau prouoaljivu pod uolovca da je X v"̂  = x^“^ dat funlcci-
joa
(3.20) f . Cc_ [ - | [P- ^ - p U 2) ^ )  ] .
['ai - wi2 ^2  ̂ ) ' 1
r (1)_ (1)_ ..(2) (2) -1 1
*-x a x B v 22 12 ■*
Is (3.2o) so vidi da jo uslovni salcon verovatnouo alo- 
atorno promenljive X^1# noraalni salcon verovatnode sa oSekivanom 
vrednoi'uu (3.1o) i dioporsionca matricoa (3.1l), a to jo i trobalo 
dolcasati.
Is (3.1o) oledi da jo csokivana vrodnoot aleutorno
prouenljive pod uolovoa aa jo X^2  ̂= x^2  ̂linoarna funlcoija
(2 )datih vrednooti x v , a dioporoiona catriea uopots no savisi od
- .. (2)vrednoati x N '.
Toorer^a 3.fi. IToka aloatorna promonljiva X ima nor-
malni raoporod (x/m; V/) i nolca jo icvrSena podola promoaljivo X,
oeoIdLvano vrcdnooti a i diopcroione matrice \V data israzina (3.7),
(3.8) i (3.9). Noka je X. bilo koja komponenta aloatorno promenlji-(1) (%)vo X v a Xv"' • a# bilo koja linoarna kombinaoija aloatorne promon- 
Ijivo X^'. Tada do razlilca
X ± - a#
imati minimalnu dispersiju kad jo
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- ' £  K(i) '
ccpu pp ti /* * \ »*"ui o*i(i *uO>t/4t'4co \l «t ^x] s2
/ , \ E ) V/_ . • V/_ . o • • • a W . }(s.; )_ ljq+x# s^+i' q;q+xj\7 ,
a a vektor vrsta
C. s C*V / &2» a
D o k a £• OSokivcno vrodacoti prosaonl jivih 
X4-X(2V ;i V/e. v i X (2  ̂ou v;i W?.\ i a (2^  a njihova ko -
vurijansa jo
■ *
Poolo tranaponovanja israaa u prvoj oagradi i mnoićo- 
nja sa iarasoa u drugoj savradi do’oi<5c:ao da jo kovarijansa prou.cn- 
ljivin X,-Xv2 .̂722 V/J., i X^2' jednoica
E^i-m^] [X(2)-a(2^]-V/^V/2^ [ X (2W 2)]'[X(2)-Q(2) 3>
odnosno
(3.21) \ i )  - ff(i) B22 "22 ■ u'
.-1 = 0a
sto snaSi da ou to dvo nasavisne aloatorno promenljive.
(2)Poos'.atrajno sad aloatornu prouenljivu X -Xv . a'.iNjona oSokivana vrcdnost jo 
sn-a(2  ̂ . a1 , 
a njona dispersija jo
(3.22) E[X^-n^-^X(2^-a(2^  a' ]' [X--n, -jx(2'-n(2^  a#].
Itad u isracu (3.22) dcdair.o i oduznomo Slan
y 2 ) - * ( 2 ) )  * ; l
43
i isvrsino naoSoajs dobićemo iaraz
ElX.-a._j [X±-â] + J X!(.fi)tJ22 -*} 2[x(2)J2>3'rx(2>-a(2)]fw-̂.raj
* T(i)1722 E[I(2)-.(2)]'C2(2)-b (8)] T'(i)
ouaoaao
- ' W Ž  !(i)+(T'(i)W22-“>1TŽ < T'2‘2"(i)-a )' ‘
(2)\o.23) j©' disperzija aioa'ioov-o prpmonl jive X,-X . a'.
Kako jo TrVgg pooitivr.o dc 
ćo iaavi miniaalnu vrednost kad ja
a = W(l) W-1 ,
ovo dokaauje teoreau.
matrioa, irraz (3.23)
Toorc--'. 3-7, Alco au ispunjono prodpostavke teoreme
(2)3.3. onda so maksdmalna korelaoija icaedju X. i X' . a' dobija kad
je
a - W (i)W ^  .
D o k a s. Ku csnovu tcorcvo 3.6. jasno je cla jo *& 
bilo koju konstantu c i uilo kojo g zadovoljena aledoća nejednaSina
(3.24) E^-cn - (X(2)-m(2)) Vr’J ]2 = E[Xi-ffl.-c(X(2)-J2))a/f.
Posle kvadriranja izraza u sagradama u (5.24) dobi- 
ćeao sledoću nejednaSinu
uii+S[(X(2)-m(2))V/̂  W(i)]2-2E )(X(2)-m(2))] W~* V/J.j <
C wii+o2E [ (X̂ 2 -̂â 2 â# ]2 - 2cE [(X..-ni)(x(2W 2)] a'
odnosno
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x x (il- I S O i L
č2c
y  : vr/u  j5[(X(2)-m(2)) ^  V7^i)]2
(3.25)
E [(Xj-n,)(X(2)-n(2))a/ ] E [(X (2 )  n»( 2 ) ) a ' ]2--- c
V-U jz[(X(2)- J 2)) ^ ' ■ U /V'ii J - K X<2)-“(2))»22 B(i)3:
Počto jo nejednaoina (3.25) sadovoljona za proizvo- 
ljnu vrednost konatanto c# onda ćo ta ncjodnacina biti sadovoljona i 
ca




Kad ovu vrcdnoct caaenino u (3.25) dobićomo nojednačinu
E[(Xi-Wi)(X(2)-m(2)) i E[(Xi-mi)(X(2)-ra(2)) a']
(3.26) -— — — '»— "---- *■— ---- Jj ~ ................- — -------
VWU  vwu  jE[(X(2)-0(2))a'f
Izras na lovoj strani nojsđnneine (3.26) pređstavlja
( 2) -1kooficijont korolaoi jo irn cd ju  n l c a t c -nih promonl jivih X. i X'”/.V/0 V̂.̂ , ̂ 
a izraz na dosnoj otrani Jo  k o c f ic i jo n t  k o ro la o ijo  izmcdju promen-/ O ̂ljivih X, i X'"'. a'. Is nojodnaoino (3.2G) sledi da jo kocficijGnt
1 ( 2 )korolaoijo izmedju X^ i bilo kojj lineurno korabinaoijo X v . a' naj-
voći kad jo
*’ * W(i) 
a to jo i trobalo pokazati.
Dof.ininija 3,2. Mnkoimalna vrodriost kooficijonta ko- 
rolacijo lzmodju aloatorno nroracnljivo X. i nloatorno promenljivo
(2) 1koja Jo linonrna funkcija Xv ' . a', naziva so ViSostruki koofioi-
jonfc icoi'olu&ijo iasedju jcdnc 
i (p-q)-dimcnzionalno aleutoi'
Ka oonovu tooi' 
cijo Je koeficijent korolaoij
2(2>VJ22 VJ(i)> « *
onalno aleatorne prononljivo X.
( o ) xsenljivo
.7, vioestruici koeficijent korola 
odju aleatorno proaenljive X^ i
f ” />7 \ R. t(V"i>(*(2)- (2)K 2  "?ii >u(q+l# •••ip)
'feii j'E[(X(2)-a(2))W-2 ®'(i) ] 2
uto 00 ovoui na
r 'X A Q Vi Ri(q+l^•••»?)
V'V,Q g22 TJ?i]
* i i  J  “(i) W22 ?J(i)
Preoa toac, vioootrukl koefioijent korolacijo jo
(3.2S) R.
V;(i) VJ22 ‘V(i)
-.̂ q+l, • • • g p) Vw..
jL2m
Cdo je 17̂ 2 disporaiona natrica (p-q)-diconsionalne aleatomo pro- 
Eonljivo, va^ dicpcrsija jedhodiaonsionalne aloatorno procaonljivo 
X. a '̂(i) VGl;tor v*sta kovarijansi inaedju proacnljivo X, i konpo- 
nonti proaonljive X ^ #
Ako sa V7* osnaoiao đispersioau uatricu (p-q+l)-diao- 
onalno aleatorno proaonljivo
L
X.„ X(2)] = f V  
onda doao is (3.29) do’oiti 
(3.3o)
Cq+lp *'*p Xj
r,2 B n ____ll2l
*"i(q+l,... ,p)
' i i  i W221
Poato je Wgg poaitivno dofinitna catrioa, iz israsa
(3.20) vidi sq da jo višeštru Oioijoat korelaoijo aonegativaa
'oroj. Sa dru"e strar.o, kao ob koeficijont korelaoije, njegova 
vrednost je aanja ili jodnaka jcdinici.
Porcd to^a, viooctruld koofioijent lcorelacije jo jod- 
nak jedinioi ako i aaao ako jo alcatorna proraonljiva linearna 
furdrcija aleatoraih proaenljivih X X .» Q*J*X P
3.3. Linoarna saviaaoat alcatornil; prosenl jivih
Pocaatrajmo p-dic.cr * -alr.n aleatornu pronsnljivu
A s= .1-v- ) X,, j . .  • i -
;a ocokivanoa vređnooou
n ss f El» m2» * ’ * , = p  j
i dispersionon oatriooa
iv = [»„] .
Diaporsiona matrioa p  oicotriona a na njenoj dija- 
£onali nalaca so vai'ijanso konponcnata aleatorno pronenl jivo X. Os-
tali matrični olenanti su kovarijanao isir.edju komponenata to pro-
conljivo.
Posmatraooao najjcdnostavniji oblilc 
dju kospononata oloatorne promenljive, tj. linearnu 
ko osobino dispersioaa saatrico.
savionosti isac- 
savisnost i no-
Dcfinloijn. 5.3. Eaoićcmo da su kompononte aleatorno 
promen.1 jivo X linearno savisne d!:o postoje vrconosti c-, c^tf..$c_ 
kojo nisu svo jcdnako uuli i tckvo da aleatorna promcnljiva
Y s °j + °2 X2 + ... + cp Xp 
ima disporsiju jednaku nuli, odaosno tal:vo da jo
5f
c-» X, -i* c0 X0 + • •• + o X = cozisii«i 1  2 2 p p
Toorc-™. 3.6. Disporsiona matrica W alcatorno proacn- 
Ijivo X jc uvclc pocitivno sonddofinitna siastrična eatrica.
D o i; a s. Kcka ou c-,, c0> ... c proisvoljne kcnstan-mi. A j
t® 9 Tada occlcivaaa vrodnoot aloatorne proffionljive
Y «  C-J X -1 + O r y  Xn •$* • • « V C Ai> X « M P p
jcdnaka
X('/) = c^ + °2 ®2 ~ c-3 *"-j *
a njena diopcrsija jo





u < , 0. 0 • 9ij i j
1 j
Počto jo disporsija jcdnodiconsionalne aloatorno 
proaenljive uvck nenesativan broj, to jo
P Px:z VV. . c . c ,  p 0#Ij i j
i J
tj. kvadratna foraa odredjona disporcionoa mutricoa V/ je aoaoga- 
tuvna. Trmo jo tooreaa do.cas im«
Toorc-^. 5.9, Da bi kosiponento aloatomo proconlji- 
vo X bilo linoarno savicnoy potrebno jo i dovoljno da jo deterai- 
nanta disporsioae catrico V.r jcdnalca nuli, tj. potrebno jo i dovoij- 
ao da jo
(5.31) Ju| = 0
D o k a i. Prcdpootavimo da jo ualov (3.31) iapunjoa 
Tc.da ou vaktor koloao aatrico ¥ linoamo aavisae, pa postojo koa-
otaato c-, , aoi ..., c^ takvo da jo
(3.52) W, . O. ss 0, -J i
aa ova..o  ̂ c< a ,  . . . ,  p j  .
Mnoaoći j-tu jcdnacinu sisteaa (5.52) ca o, i sabi-
u




Sa drujo otrane, aleatorna proacnljiva
X, + 0o .V,-, + ... + c X_
laa diaporaiju jcdnalcu
P
S t V  -
p ?
T7. , O. Oij i d
pa jo, na oonovu (5,53)
P
,2E [ ) (X, -a, )o, ]* * 0
oto jo BO"ude jcdino lcad jo
p
(X* "•»**. y 0 . is C w*v i7 x
odaklo olodi linoarna savisnost kompononti X-p X0, . ..* X .JL <d/ p
Obrnuto, predpostavino da su komponente X^, X„, ...,X 
iinoarno aavisno. Tada je dispcrzija linoarno kombinacijo
jcdnaka nuii,




(5.54) t;. . 0;. o . s 0. ij ■*. j
3
Iaraa (5.54) jo funkcija konstanti c- , ..., i
no kioHo icati negativnu vrcdnoct jor Jo to kvadratna forna oatricc 
W fcoja je na osaovu teoreaa 5.G poaitivno sooidefiaitna. Ovaj isras 
ćo dostići svoju Eainimalnu vrednost kad njogovi parcijalni isvcdi po 
c.. budu jednaki nuli, tj. i;ađ jo
P i
VT. . C . s 0
*0  3
J  * S [ ls 2,
a to jo s ĉtCui nc.uOGenm ^cunucanci po c. , -.aj ćq
tca iuiati notrivijalno re-onjo jodiao onda l;ad jo ajosova deterui- 
nanta ^cunaka nUi.u, t j« •.ad, ,j0
|W| s 0
a to je i trebalo dolcaoati.
Keposredno is tooroao 5.3 i tooroao 5.9 oledi
Toorerna 5.1o. Da bi disporsiona oatrioa W aleatomo 
proaonljive X bila pozitivno dofinitna potrebno jo i aovoljno da 
njona l:omponente niou linoarno savisne.
5.4. Rcgresiono povrčine i srednjo kvadratne 
rojgrosiono povx*eino
Posmatrajao (m+nj'-diocnaionalnu aloatornu promenlji-
VU r -n




X » ^2» * * * 3 A
Osnaeino sa *(-) £"-kcn vorovatnoča aloatorno proscn- 
ljivo Z, a sa f^(y) i f0(x) carcir '.lno ct±ono vorovatnoća proaen- 
ljivih Y i X. Sa f(y/x) osaaSino ualovni sakou ve.ovatnođo pronen- 
Ijivo Y pod ualovoia da jo X » Koka jo oookivana vrcdnoat pror.on- 
Ijivo Z osnaocna sa m talco oa jo
sn 1
L Vj»7
(5 .3 5 ) m — a ,, ai ***i’3fti
a „ r
y " (“yi* “y2* • * * 9 ^j" ̂ *
a diaporsiona matrioa
(3.35)
77 1 V,Tinr | tnryy ; yx !
v;
1 r
i 3«  •t.
w
Pri toao jo W podmatrica reda a >< n varijansi i kovarijanai alc-
atorno promenljive X, V/ podratrioa rcđa n x m varijansi i kovari-
77
joasi aloatorna prcacnl jive Y, a 17 pcdinatrica reda a x n kovarijan-yn
si iaaodju komponenata pronenljive X i proaonljive Y.
Za fikoiranu vrcdnost aloatorno promenljiva X a x, 
oleatorna proncnljiva Y jo m-dimonsionolna proaonljiva koja ica uc- 
lovni sftlcon varovatnoćo f(y/x). Uslovna aleatorna prcncnljiva Y/X=;: 
iaa ouoId.Vftnu vrednost
S[Yn/=c], Ii[Yc/::], ..., E[y 7 x ] 1.I





'Uslovzui ooolcivtam vrednost (3.37) prcdstavlja taSku 
u a-disaoasionalnoa prostoru. Ke.đ co vrednost proraonl jivo X » x pro- 
meni proaoaido so i uslovna cookivcna vrsdnoot promenljivo Y i ta 
prcaena jo jcdiioonacnoj karal:tcra talco da svokoj vrednosti x cd^c- 
vara jodna taSlm u prootoru R^.Skup taifaka ovako dobijonih u proo- 
toru S odredjujo jednu hiporpovrsinu tcj prostora dofinisanu vrod-13
nootiaa x is prootora R . Ova hiporpovroina na isvostan naoin prcd-
XX
stavlja vesu isnodju aloatorno promonljive Y i a? atorna proaoalji- 
vo X.
Do.finici.in. 3-A. Hipoi-povrsina dotijena proslikavonjcm  
taoa!:a prostora X-ova u prostoru Y- uslovno oookivcno vred-
nosti
(3.33) y » 2 (Y/X « x]
nasiva so recroaiona površina aloatomo proaonljive Y u odnosu na 
aleatorau prononljivu X.
Rogrooionu površinu (3.33) osnaoiScao kraćo sa
(3.3s) y - *s(x) >
pri Scnu jo
J i [i 13 ]
(3.4o) y± = = I y ± ^ ( y /«) iy
R31
* [ yi* 3y<5> ».»i y23
d(x f a
Ro^resiona površina ina isvesna optinalna svojstva 
israšona sa siodcoin toorcma;i;a.
Toorc">n 3,11. Uslovaa aleatorna promenl jiva Y.;/5Cs::c 
inaoo najnanjo srednje kvadratno odstupanjo
ako jo
u, (x)]/X « 12J
u, = »a, (x)9«b>
£do jo e 4(x ) dato inter;raloa (3.4o).
D o k a 2. Za datu vrednost x aloatorna prosonljiva 
Y,/X = x je jcdnodinenuionalna prosaonljiva, pa -ooroma 3.11 slodi 
neposrediio ia osobine diopcrsijo jc.dnodimensionf’lne olootorno pro- 
oenl jive.
Tnr. " Uolov;"’ r.1 mtorna prooonljiva Y/X=x
ioade najoanje ukupno srednjo kv. odatupanja
IQ «-




UčX; a j*".̂ (x)j, • • • » ®y(x)
D o k a s. Prisneaoa taorease 3.11 na svuicu komponon- 
tu prcaenljive Y siedi tooreaa 3.12.
Posoatrajoo prioer noroalnog rasporeda. Keka alcator- 
na proaenl jiva Z ioa noraali-ii i-asporod
N (u/aB+n'
gdc su m i \V dati israsima (3.55) i (3.3G).
U poglavlju 3.2. dokacana ja toorema 3.5. kojoa jo 
cdrodjona uslovna ocolcivana vrcdnost aleatorno promenljivo sa nor- 
Ealnim rasporodon. Noposrednor. primenon te teoreae na proaenljivu 
Z dobićose jodnaSina rogrosiono površino aleatoruo promenljivo Y 
u cđnosu na promenljivu X




*1 " “yl + (X-a-J ’Ć  VSx
-i
y2 = my2 + VXHa;:) v'?.
(3.42)
vr-iy = cj + (x-ivi..) V; w «a ya ;; :wC y
Jedaaoiao (3.42) odredjuju jeđnu linearnu tronsforraa- 
ciju prostora X-ova u prostoru Y-a, pri Soau ja ma' . ioa transforssa- 
cijo aatrica
(3.43) V/"1 V/’ xx yx
U (m+n)-dimonsionalnora prostoru jedr. 
dna hiparravan, talco da iraaao olododu
(3.42) odredjona jo je-
rau
Toornma 5.13. Al:o aleatoma proaienljiva Z iraa norraal- 
ni raspored, onda je regresiona povruino proaenljive Y u odnoau na 
proraerJ. jivu X hiperravan data jodnaoincra (3.41),
Hedjutia, u opštea sluoaju regresiona površina no rao- 
ra biti linsarna transforraacija. Lli da bi lakj« raogli ispitivati 
problcme savarncs :i inraedju aloatorri. n pro:vunljxvxh, raoremo uraustia 
bilo kojo transforaacijo posmatrati oamo klasu linoarnih transfor- 
macija i u toj klasi isabrati "najbolju" regresionu površinu. Na- 
ravno, predhodno treba aa utvrdiiao kriterij za odredjivanje "najbo- 
ljc" transformacije. Posraatraoerao tsv. rozidualna odstupanja i sa 
Irarite-rij uraeti rainiraizaciju ukupne disporzijo tih residualnih od- 
stupanja.
Naimo, neka je linearna transformacija data matricora
{3 reda n x m
| Pll» P12» Plrj! J L i  t • i














Y - o  = (X - b  )p 
•/
Y - Y = Y - ..y - (X - mx ,..
CuHOGIaO
n
YJ - Yi ■ yj - Kyj (X. -m . ) 3. .i xi' rij
| D [ j c jlj u 3
^ l J
nasiva roaidualno cdstupanjo aloatorno prcacnljivo Y u odnosu na X.
NaS jo cilj da odrodimo matricu p tako da ukupna đis- 
porsija rosidualnih odstupanja (3.45) dostigne rainimum, tj. tako da 
isras
Ef[Y-m-(X-o)p] [Y-m -(X-m )p]' j =J
(3.43) n n
s[Y,-=i . - \ fl. .(X. -m , )3" 1 j yj / "^LT i xi/J
dostigne minimalnu vrodnost.
G©
Dofi.nici.1ri. 5.5. Rcgroaiona povi’aina y-ia - (x-m _)p, 
dobijoaa linearaoa transformaci jo;.i ,3 koja minimizira ukupnu dia- 
peraiju rozidualnih odotupanja, naaiva co crcdiija kvadratna rec- 
resiona hiporravan aloatorno pror.-onl jivo Y u odnoou na promonlji- 
vu X.
Ba bi cdrodili srodnju kvodratnu re^rcsionu hiperra- 
van, potračimo parcijalna iavodo israca (3. ’G) po olcmontici.T. ma- 
trice (3. Za jedr-u vrednoot indokoa j paroijalni -ovod israca (G.4G) 





Poolo lcvadriranja icraca u orednjou adi, (3.47) pootajo
n a n
4 ~  [n^ (y,y) ^  ^  2 / i j  ptj " i f c ^ J
i k
"do jo v;..(y,y) varijanoa j-ta konpcacnto aleatorne proaenljivo Y, J J
w. .(y,x) kovarijansa icsodju j-to i i-to koapononto proiaonljivihJ
I i X, a v/..,_(-* jc) kovari jansa i.: .dju i-ta i k-to kompononto pro- 
menljivo X.
Izjcdnaoavonjem paroijalnih izvoua (5.47) aa nulom 
dcbioo oo oistora jednaSina
/.7̂ (̂x,3:) + <2̂ (..,.•>.) -j- . . .  + .-̂ C•-»•"-) ® " ;Y(•/(»''/
(3.48)
^ljW21^X,::̂  + P2jw22^c»3̂  + ••• + Pnj;n2^:C,:̂  =
P l j V M  * h f  * —  * Pnjnnn ’
Sistem (5.43) jo matrična jednačina
(5.43) ^ ( j )  - C V 0 ) ]
, 0)gdo jo p/ j-ta kolona matrico (3, a T.r Vd/ J-ta vrota matrice \7y* y-
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Za svaku vrednost ir.dokoa j dobijo so jodna matridna 
jofinacina (3.49) talco fia inamo ukupno n oistema jofinaoina od n jofi~ 
naSina, a matrica W je matrioa svaltog ofi ovih sisteaa. Sistem mat~
XX
rifiaih jednacina (5.49) jo matrična jednačina
(s.5o) p « uj., .
Prcdpostavljajuoi fia kompoaonto aleatorne proaonljivo 
X nisu linoarno savisno, matrica W je nosintjulai'na matrica, pa jo 
reSonjo jodnačine (3»5o) matrica
A -1§ = W x • n: W* .
Sako fia je srefinja lcvadratna regresiona hiperravan data jednaoinoa
(3.51) y m ~y w*
Porodjenjem (3.51) i (3.41) vidi so da je kod normal- 
no£ rasporeda srcdnja kvadratna recroaiona hiperravan jodnoka roj- 
resionoj površini.
Odredidomo minicalnu vrodnost disporsije rezidualnih 
odstupanja. Is (3.46) dobijo so da ja ta vrednost
n n
w« - a ) 4 PijPkj';ik(ic>x)
i i k
Is (5.49) dobijano 
n n
= j ) wl3(x,x) w^,(y,n), ..., \ w“"(x,x) wJfl(y,x)
talio da ja
n n
^ č i j ^ j i ^ 31) 3 ^^(x,x)w^,.(y,x) w^(y,x)=3 y
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c a. n n a n




\T~(xtx) w,. (y,x) w (y,x) o4*- J*
1 fc
w.?,.w -
1 ca k=r 
l o caJc/r




°jj(y'y) - wX“(x,x) v^k(y,x) w i:t(y,x)
*«jL**c£.Xa'ta.
Sa druso strano, posmatraj.no kolionii: alodoćih ćLeter-
(5.53) Il7»!
I» I
Koristodi ooobinu aotorcinanti invercnih aotrica, iaras (3.52) poo- 
' taje
wJJ(y>y) w^i(y,x), wj2(y«x)» •••» v^n(y,x) 1 o
w^(y#s) w1;i(x,x), Wi2(x,x), ..., wln(x,x) o 11w
w^2(y»x) w21(x5x), W22(3J#X), ..., W (*,*) 0 21w





































x sa r a s
Lo sa r /  s





^ w ^ ( y , x )
n





11 o , * • •, 0
Wji(y,^) 0 p • • • p o
0 o , • • • , 1
a n
= wjj(y»x) - y 2_ wji(y»x ) wj:\y,x) w* 
i k
pa poredjoajea aa (5.52) vidi cc da 'a aiaiaalna vrodnoct ulcupnih
G4





1 ^ ) 1
I— j |w 1
*
pri coau jo doterEiaaata
*i, (y#y) wjl(y'*) w .2(y»x )» • • •« w.2(y,x)
w^(y,x) wn (x,•0 W12^X,X^# * * * » wln(x'x)j
Ui? nj2<y,:» W22 (::»*) w22(x»x)» •••» w2n(x'x)!
wjn(y'x) wnl(x’3t) Wa2^X,X)* w (x,x) aa' * 'I
Ukupau diaporsiju rosidualnih cdatupaaja aočeao iara~
ziti 3a
< » • * »  Y,  ! ”« <y*:r )  '  tV̂ ) j ’  1
oto ni^o toako provoriti
VECTORSKI K O r ^ T C T T  KORELACIJ3
Gonoraliacar. varijar.sa
Poo-.oto jo da varijaaoa l:ao ooekivana vrodnoot kved- 
rata cdstupan.Ja .Jodncdiconoioa.alr.o alcatorno prc;:cnljivo X cd njo- 
ne aritjsotiSko orcdiuo, predotavlja jodnu aoru dicporaijo te aloa- 
torne prczoal jive. Oaaaoiiuo Jo oa
v rn r'x-a)2,
£do jo n = B(X).
Dcflrd iju varijor.so jcdncdimenaionalne aloatorr.o pi'o- 
aonljive uopatidooo na aloatome vektoro.
Ileka i l p-diuoa:;ior.alna aloatorna prossnljiva, tj.
2a svaku kompcncatu c' torno prcr. nljive X mouaao odrediti odcova- 
rajuću varijanou na c rarcinalno" sakona vorovatnoće tako da
deno dobiti p varijanai ..-̂ o do predstavljati coro rasturanja pojo-
diaih kcnpcncnti prcnanljivo X. Pcrcd tc^a, sa svake dva koaponcnte 
pronenljivo X couono odroditi kovarijansu ianodju njih kao ooekiva- 
nu vrodnost proisvcda cdotupanja kosnpcnenti od njihcvih sredina, tj
Na taj Kaw:in s'vnkoj p-iiasaaio.’jaliioj aloatornoj pro- 
i^cnljivoj X odjovara jodna dioporoiona matrica rcda p x p koja jo 
aicotrioaa sbog oaobino koautativnoati kovorijanai, tj. z'oog
wij ” Wji
Na čijagonali dioporaicno ir.atrico naiaao so po..asa— 
tolji raaturanja pojedinih koapononti dua odgovarajudih oaa, ali 
necavionih cd. rasturanja dru^ih koaponenti.
Ostali elementi dioporsione matrioo su polcasatolji 
zajeđnickih rasturanja parova komponenti prosonljivo X.
Proca tone, cioatornoj prononljivoj X pridruiujoBO 
jcdr.u aotricu roda p x p kao pokasatolj rasturar.ja X duD p-dicon- 
sionog prostora.
Intcrosujo nas kalco da p-dircenzionalnoj aleatornoj 
prcnenljivoj X asocirano jcdnu vrcdnost koja bi predstavljala aeru 
disporsije to pronanljive.
Dofir&oi.fa A.l- Uora rasturanja aleatomo promonlji- 




' W11 W12 •** wln
- I * a  
....
W22 • • • *4 co ?3
I V V/n2 w I **• wnn;
I 3 [i» j e
®v
fi( —p* • •*»] => *i<5 « E(xi*“Bi)(x j-ffij)3.
(d.l) nasiva so gencralisana varijansa p-dinonzionalno
aleatorne prcncnljivc.
U 5.2. sco utvrdili neko osobine dispersione matrico
co
iz I:ojih proistico da jo gcaoraiicana varij'anca ncnegativan broj. 
Vrcdaost nulu iaa onda i samo cnda ]:nd cu Jromporionto aleatorno 
proaenljive X lincarno cr.vinno t t j. ’ d so vrednosti aleatorno pro-
ncnljivo X nalaso u hiporrav:d p-d:V i:.;ic.nolnog prootora.
Pocaato jo da je dctc:.v:.ir.nr.ta. positivrao dofinitno ai- 
aotriSno catrico ranja ili jcdnaka proiavcdu njcnin clcronata na di- 
jaginali. Zato gcncralisana varijensa sadovoljava nojednacinu
(4.2)





disporsijr. i-to kojnpononte r.Ieatorne prcron-







toda ‘ ro tada kada su 1:c;:por’.nta clcatoraa promonljivo X medjU'
sotro i arno nosavisno, tj. n!:o jo proposioija
.4)
- >  b - ’J
2, .... P | r.-> vv̂ J r. Oj
istinita.
D : a s. Kad r.u kc. por.ante aloatorne promoaljivo X 
nolcorolirrno, t^. jc (4.4) radovolj.no, disporoioua matrica ao 
svcdi na dijagonalr. 'icu, trJco da jo genoralisana varijansa jc- 
dnalca malcsimalnoj vre. ' i (4.3).






= W11 W22 - W12
ri (X) = cr- o cr0X
slcdi v7-n=s 0„ odnosno (4.d).
Pi.'cidpostavixso da je toorona taSna sa p=n. U toia slu- 
caju jo cenol'£:l2.;::aIia varijnnsa ;a ? = n+1 data dotorainantoa
W11 » • • 0
T.77l ;n + l
0 • * •6<u 0 ‘i72;n+l
0 0 wnn V/n;n+l
V7 — —n+1 ;  1 Wn+1$2 V7 ..a+i;n Wn+.l;n+
a+1 n:-l





n-i-ljk j | xx 
i;4:
Alco jo caiisiEalaa vredacot csncralisano varijati3© jcđnaka (4.5),on- 
da is ovoc israoa clodi da jo
w - , = 0 m-l;!c
J k [k e fl,2, ...,n |]
circo jo tooreaa 4.1. dokasana.
4.2. Voktorski koofioijont korolacijo 
Posraatrnćoiao dvod.3, onsionalnu alcatornu prcmonljivu
7o





Dctorsiacsatn disporsiono matrioo ima maksimalnu vrad- 
nost ksd su X^ i X^ codjusobao cosavisna pror.onljM.vo i ta aalcsiaal- 
na vrednost jc jodnaka
I _rl 2 2occ: JT/j s o; . cr0JL <u
Miniaalnu vrednoct dotorminanta disperoiono natrico i- 
ea cnda i saao cnda lcad su X-, i X.-, ccdjucobno linoarno savisno pro- 
cenljivo, tj. kad se nogudc vrcdnosti aleatorne promenljive X nalacc 
aa jcdnoj pravoj.
Počto dotcrainanta disporsione matrioe sadovoljava ffio-
nednaoine
0 d I V/j d max |H7j ,
onda 6qxo vrednost dotonainaato disporoioao matrioe cdrediti tako
sto dcmo njenu cakoimalnu vrodnoot pomnoaiti sa jodnim falctorom. Oc-2načiuo taj faktor sa (l-r ). Tako dcmo dobiti jodnakoot
(4.6) jT/j = *1 . o^d-r2)
ICoefioijont r definisan jsdnaSinon (4.6) naziva so ko- 2©ficijont korelacije, a r jo tcv. kocficijent determinacije.
Koeficijont doterminacije ica aalcsinolnu vrednost jo- 
dnalcu jcdinici or.da i samo onda lcad su promenljivo X^ i linearno 
savisno, a minimalnu vrcdnost nulu iaa onda kad su Xn i X0 nedjusob- 
no nesavisne prononljivo.
A sad ćemo ova rasmatranja uopčtiti na slučaj kad ko<n- 
poneate aleatome promonljive X niau jodnodimensionalne promoaljive i 
na analosan naoin dofinisati koeficijont korelacijo kao moru linoarno 
savisnosti ismedju aleatornih veictora.
Neka Ja Z (n+n) -dinenzionalna aleatorna proaenljiva
pri čenu jo
Z * Y, X ,
Y = h’ V ...» YE1
X S A_
sa oisovarajućic očckivanim vrodnostima
a = fm a u s ; y* a
E  s D  . j 2  0 j • • • 7  m
y (_ y l  y2' yn







Uatrica W jo disperciona mati'ica aloatorae promonl jive Y, W
y y xx
dispcrsiona catrica aleatomo promenljivo X, a V.^ matrica kovari- 
jansi izaedju kcnponcnata aloatorno promenljive Y i aloatomo pro- 
menljive X.
Teorcma 4.1. Gonoralisana varijanaa aleatorno promon- 
ljive Z ja jednaka proisvcdu đoterainaati
(4.3) |wi = |w - w vf1 w* 1 ' 1W i' 1 ‘ yy yx 30C yx‘ ' xx‘j:'
x (m-.-n)
D o k a s. Posmatrajao iwadratnu raatricu reda (m+n) x
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(4*9)
mn ! -w vr1y;c xx
ru*
•ori Semu su I i I jediaičuG matrice, a 0 matrica čiji su ©lc- * aa aa nm
mcati aule. Koristeči osobiao pi-oiavoda matrica, nijo točko proveriti 
da je
(4.11)
I 1 - ms i
1
VI w“* yx fv; |1 77 j Wy* Imm I -v; vf11 yx xx w -w vf1v;»yy yzc 3n: yx 1 o! mni---- -
0 1 I * L jw 0 I 0 ! wnm . nn_ L raa nnj na 1
:ačino (4.1o) dobija oe sledoća jodnačina





0 I 0 rrnm i nn « ~j~-z 3ex nm i nn nm XX
Kalco jo deterainanta matrice (4.9) jednalca jedinici to 
;c leva ctraiia u (4.1l) svodi na {17j. Na osnovu osobine deterainanti
A , B
0 ' C
* |a M c |
koja vaci sa bilo koje dve kvadratna natrico A i C, desna strana je- 
dnačine (4.11) jednaka je
|W„ - W W» U» |.fer I 1 yy yx 3o: pc:1 1 2c:1
odakle cledi (4.8), odnoono toorema 4.1.
Teorcma 4.2. Generalisana varijansa aloatorno promcn- 
ljive Z manja je ili jednaka cdproizvoda gonorolisanih dispersija 
promenljivih Y i X, tj.





k a z. Koristeći (4.8), generalisanu varijansu raO' 
proisvod sledcćih doterminanti
(4.15) |I7| W x VIyy yx Wyy »
odalclo so vidi da co r.ojcdnauina 
ja doteminanta aatrico
(4.14) I - vf1 w vf1 w*yy yx xx yx
(4.12) biti sadovoljana jodino aI:o
positivna i ne veda od jodan, tj. jodino ako jo
0 < |l - vf- W Vf1 W* | € 1.yy yi£ xx yx1
Kalca jo X kara!:teristični koren jaatrioe (4.14). Tada 
jo detorninanta
!l - W~1W vf1W* - X l| = 0, yy yx :cx yc: '
cdncsno
|w"1w vfV - (1-X) ll = 0.1 yy yx xx jn: '
To snači da jo (l—X.) lcarakteristični koren matrioe
(4.15) W Vf1y:: x:: W  .yx
Koristeoi pootupaic dokasa Osobino 2.2. u poglavlju 
2.4.iaono se proveriti da je to karakteriotični Icoren poaitivno do- 
finitno siaotričae aatrico, pa jo
1 - X £ 0.
Sa druge otrano, na analogan način os dokazuje da jo 
X karakteristični koren simotrične pooitivno definitae oatrice, ta- 
ko da jo
0 «' 1 - X < 1.
PreEa tono dotorainanta matrico (4.14), kao proisvod karalcteriatie-
74-
nih korena sadovoljava nojednaSino
0 c |l -1 -1r  1? wyj yx xx
a to ddcasujo teoremu.
Toorcna 4.3. Generalisena vorijonsa aleatorno proaion- 
Ijive Z iaa maksiaolnu vrsdnost ako su njone komponento Y i X međju- 
sobno nezavisne.
D o k a s. 13 (4 .1 5 )  oo v id i  da đo jednadina
(4.16) W  = ;w
biti sadovolJena alco jo dctorminaata matrioo (4.14) jednaka jcdinici. 
iUco su Y i X modjuscbno nocavicno alcatorne prononljivos onda su l:o- 
varijanse ieaodju njihovih koapononata jodnako nuli talco da ja matri- 
ca 'il aatrica ciji su elencnti nulos. Zbog toga je matrica (4.14) uo- 
tvari jodiaična catrioa sa dotcrninantoa jednalcom jodan, odaklo sle- 
di tocresa.
la toorcaa 4.2. i 4.5. sakljucuje so da je generalisa- 
na vari jansa aloatomo prcnonljivo Z proizvod gcnoralisonih varijan- 
ti njenih koaponenti Y i X i jcdnog falctora koji predstavlja sajcd- 
nicka raoturanja kompononti prcaonljivo. Da bi dobili samu moru sa- 
jedničkih rasturanja koaponcnti Y i X trcba genoralisanu varijanau 
W pcdoliti sa proisvcdoa generaliaanih varijanai njcnih komponenti.
Na tuj način čooo dociti jedan pokasatel j savisnosti aloatomih vek- 
tora Y i X.
Dafinici.la 4.2. Koofieijent cdredjen jednačinoo
(4.17) (l-k2)|w |s ' r r w
'J • w !i m  r-
rr®:
nasiva sc vektorski koeficijont korelacijo isncdju c-diacnzionalnG 
aloatorae pronenljivo Y i n-dimonsionalno promonljive X.
(4.13)
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Voktorairi lccefioi jent lcorelaoijo jo jcdna!:
S7 | TT ! 77 7K
• r?ii 7-.
hC;! • K t \jj -1.
IV7 - \7 7.“' W»
, . n r  i . ; -  "1C  'VOC 1
|I7 |1 77
ato clcdi ia icraza (4.3) i (4.17). i
Kcd jo n=l, V.r do biti đicporaija jedaodinenaional- 
r.o alcatorno prcacnljivc, W jo vclrtor vrota taI:o da jo
!w - W u“ T/* ! = o* 1 77 yx :r* i
.,-1 Wl
a*1 = °(yf "(i) * “»  * rt(i)'
pri cceu jo o*^s diopcrcije. proeionl jivo Y, a vektor vrota ko- 
varijanoi prcncnljive Y i kcr.poncnti promenljive X. Uvrstavanjeni u
(4.13) dobidoao
(4.13)
-1VTf 7 ' "'7
_2 "(l) * u(l)* <y ~ ujn-r-t .rrr,.ma..x
&
’(y)
Porcdjcnjca (4.19) sa (3.2D) vidi oo da jo u »luooju kad jo n = 1, 
vclctorcki kooficijont korolacijo j l:i:k viScr.trukoa kooficijontu 
korolacijo.
Vektorski kooficijont korelacijo iaa iato ocobino 
kao i obidan koeficijent korclacijo. Israzidemo to osobino clede^ 
ćoa teoremoa.
Toorcr-a 4.4. Vektoroki lcocficijent korclacije aa- 
dovoljava nojodnaSine
0 < R2 < 1S
i ima vrcdnoat jodnaku jcdinici ako i samo «ko su aloatorno proacn- 
ljivo Y i X nodjusobno 1 inearno . cavisno, a vrodnost nuiu nko su
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konponcate proEanljivih Y i X ncdjiir.obno noJcorolirane. Porcd toga, 
alco su aloatorao proncnljivo Y i X IJuGobno nocavisno proraonl,j.ive 
njihov vefctoroki lccoficijcnt ho:.’. > oijo j. j: iua’: nuli.
D o Ic a a.Tocrema 4.4-, jo noposrcdna poslodioa teore- 
m  3*9, 4.2. i 4.3.
Vektorshi koo-icijent korolacije mooo so israziti i 
prcko korclacior.o matrico. Kairao, omaSimo oa i C(> raatrico
p n  ocmu
J '
a aa C nntricu
C =
cil 0 ... 0
: .... °22 *** °
,o 0 • • * c2231..
f*u o ... 0
i 0 ^
[ ° 0 ... dca
i [i £ p • • • p Ti'
j [j £fi "> • • • 9 XI
C1 » 01 mn
J c0
co ijrcaonl jivih 2, Y
R = C W C
R,= C, W Cni  i  yy i 
C«. V/ c„3C3C *<V  C2
(4.2o)
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talco da au dotorsihaato korolccioaih matrioa jodna!:o
li&l
u n








iiI:o saacaiao proaoaljivo Y i X prc iljivim U i V transformacijoa
(4.22)
i[i £["!> 2f . . . .  p r. | h.. *= + b^]
| J[j ejl, 2, ...„ n j »> V. b X. o ,  + b̂ .]
onda ćo olcaonti korolaciono r •.. .'.oo R o.iLati nopromonjoni. Ia (4.21) 
alcdi da je vcJctoraki lvooficijcr*.. I.c. ,lao:'.jo invarijantan u odnoou 
na lir.oarno tran3formaci jo (4.22).
2)og ovo oocbino it ' vtj ntnosti voktorskoc koefioi- 
jonta kornlacijo, boa gubitkn predpoatnvljaćcmo dn au o-
ćokivatto vrodnosti pro;r.enl jivih Y x X jodnako nuli.
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Tco.rc-'-'. 4.5. Vchtorcki lcoeficijont korolacijo jo is- 
varijantan na transfomacijo obli’.n
(4.20)
U a Y X 
V B X H
£&a su IC i li ncaii^sularno lcvadratne r avrico rođa n x m i a x n.
D o k c, z. Zaista, is (4.25) dcbija co diapersioaa 
nsatrica alcatorno prCncnljive (U, V)
r k * V/ K I K»i W J  H
i(K3 w h Vw ! »• . ii !






]k »u  ic-k »w  ,K(iru j:p~, (k *¥ h )»|.|h 'w  h ] .
yy y:
Koriotoći osobinu i roisvcda dotoriiiinanti, icraa (4,24)
Genorallscnn dispcrrija pro;.ionljivih U i V jo
Ik'IIv̂ H k ]
|h *| |w.„.| |h |
Is (4.25) i (4.2u) dobija oo vcktoroki kooficijont 
korelacije isacdju aleatornili pro? : l jivih U i V
R2(U,V) r= 1 - G
|K|3 Iv/ -u vrji7 | |ii|2 |vr |t v;t
I k| | T>7 11 h | 21 w |yy jiZC
pn poalo okrađivnnja slodi tooreinn.
70
4.5« Bogrosior.9 po’.rr."' ) i vektorshi
koofioijoat fcoro? • oijo
Pocoatrao; .o aodol nor.aJjooc rasporcda i i'o jrco io : u 
povrainu kcd ovog modola. Erodpostavidcao da cloat rna proaonljiva 
Z ima noraalni rcoporcd
N (=/nr.5 V)
i' prvih m kcnponenti ocnaSiti ca Y apraoatalihn oa X. U 3.4. cko 
vidoli da jo ragrociona povroina c.leatorao prosienljivo Y u odnoou 
na romenljivu X kod aormalnog racporcda hiporravcn
(4.27) -.1y = a + (:: - n..) VT*y '*:r' T*:
Ova regrcciona povrčina jo uctvcri o.>‘okivona vredncct uslovno do- 
atorao prcmonljivo Y/X =
Koristedi toorcau 3.5. no'io co la’co proveriti da jo 
disporsiona catrica uolovne clcatomo prcnenl jive Y/X = x matrioa
[W -.W tf”1 W* ]. yy y3c ro: yx
Ova dieporoiona rsatrioa uopšto nc rr.visi od vroinosti x. Conorali- 
scna vcrijanca ovo uslovno clcatcmc proaraljive jo dotoraincnta
r.—l , .p |c/(Y/X = x) = |ff „ - \I_ ’C:
K ca*isteći i * ( . )#- . in lisanu vi rij i su uslov-




odnlrlo > v:5 <li da jo genoralisana vorijonoa uslovno aloatorno pro- 
: jođnalca količnihu & ncualisano varijnnno aloator- 
ao p. v i ^jj.vo Z i promcnl jivo X.
So
Tooro-'« *■,€•>* f .'ncrftliaona varijanoa aloatornlh vcfc- 
tora Y i X jo jcdnalca proiavodu c -ralio?no varijonoe vektora X i 
Ganoroliaane varijanco ualo\ ) clr torco 2>ron:.-aljive Y/X = fcj.
(4.2?) IWj = Jw | c;9 (Y/X b 3;) .
Zoric-fccui tcorcviu 4.6, vclztorcld. kocficijont korola- 
cijc u ovca cluoaju moccr-o icrnsiti jcdnaoinoa
(4.5o)
<(Y/X = ::)
1 - “ “ i., 1 —*' J
Genoralisana vcrij -isa uclovno aleatorne promenljivo 
Y/X s x bićo jcdnafca conoralio.-'.noj varijanti promenljivo Y onda i 
caco onda kad su alcatome prorcaljivo Y i X nodjusobno nesavisnc, 
pa is (4.3o) clcdi
Tcor:-r~. 4.7o Da bi kcd cleatornih prononljivih Y i X 
sa noraalaim racporcdcm, volctorc.Iri kocficijont korolacijo bio jed~ 
nak nuli potrebno jo i dovoljao da su Y i X codjusobno nosaviano 
aloatorno promcnljivo.
A sad ćcno pocr rtrati aloatornu promonljivu Z sa bi- 
lo kojia raoporodoa i crcdnju kvc.dratnu rogrosionu povroinu. Boa qx- 
bitka opatosti prcdpostavićcr.0 da su occkivano vrednosti aleatornih 
promenljivih Y i X jednnkc nuli.
U 3.4. pokasali amo dn, jo orodnja kvadratna rogrocio- 
na ravan odrcdjcna linoarnoivt trc.n;.fotvncijom datom matrioota
(4.31) v;-1
Alco isvrSimo li» m  . ••for: oiju aloatorne p r o i i ie n -  
ljivo X prcko matrico (4.31) dobioc. .0 i loatornu promonljivu
v v“l(4.32) Y » X W V/\30. y.
Diaporaiona raatrioa ,.l fcorna promcnljivo Y jo raatrica
W V/”1 V/* .yx 3cc yx(4.33)
S1
Posipatrajco oloatornu proaonljivu 
*
Y - Y
koju icao zvati "rosidualnc rasliko". Diaporciona catrica raziduc 
nih raslilca je ca oScskivanih. vrednosti proisvoda
(4.34) [2 (Y - Y)s (Y - Y)j = [ E(Y, . Y,)j
Kad u (4.34) caccaico vrednosti ir '.sraza (4.31) i 
(4.32) dohido so
[E(Y-Y)»(Y-Y)j » [E(Y'Y)3-W W ^  [E(X»X)j l'Z Ws =
n w - w v,*1 w* .yj yx xx yx
©cnaoiiaico sa F dispersionu uatricu rosidualnih odotupanja 
(4.55 ̂ F = W - W Vf1 W* yy yx xx pc:
Na osnovu (4.8), coneralisanu v&rijaasu rezidualnih 
odatupaaja mcžomo iaraziti proko Goneralisano varijanso aleatornc 
prcmoiiljivo 3 na sicdcdi nacir.
(4.53) |F| = =
|w W
'JJ <f 'J*
vrrf *W  ) Wy.: *
yy y.t :a: jc: W.
Zazaenjujuđi vrcdnost (4.53) u izraz za voktorski ico- 
oficijent icorolacijo dobićcao
(4.37) JFIS5 - -
tai:o da imamo slededu tooremu:
Tooror*-1, 4.7. Veictorski kooficijent icorolaoijo jo oa- 
nos razliko genoralisano varijanso promor.1 jive Y i genoralisano va- 
rijanso rczidualnih odstupanja prcma varijansi proaenljive Y.
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U 3.4, pri odrodjivanju olcnsnata oatrice (3 kojoa jo 
dofinisana srsdnja kvadratna rocroaiona povroina, mininisirali sir.o 
zbir varijanoi rosidualnili cdatupanja kompoacnti aleatorna promen- 
Ijivo Y - Y.Drujia rcoima, minimizirali cmo trag dispersione matri- 
co (4.34), tj. odrodili sao c.atriou p talco da
tr [E(Y-Y)#(Y-Y)]
dostigao miaimalnu vrcdnoot. Dokasademo da sa ji.at.-_cu p datu icra- 
som (4.31) vasi opdtiji zaldjucalc.
Toorn-'?. 4.8. AI:o jo ;3 aatrica reda n x a kojcm jo 
isvršena transformaoija
(4.3o) Y = X . p,
tuda co genoralisana varijansa rosidualnih odstupanja imati minimal- 
nu vrodnost kad jo
(4.39) 3 = V"1 W»K xx  yx
D o k a 2. Osnačiao sa A dispcrsionu matricu rosidu- 
ainih cdstupanja
A = [a^] * [E(Y-Y)'(Y-Y)] .
Is (4.33) imamo 
n
talco da jo
0-4°) »ij -  E(V  / ) W r >
(4.41)
Poslo jmaosonja, isras (4.4o) so 3Vodi na i s r a s
n
aij= \ A y > y )  - ) (Priwir(y*x) + Prjwir(y'x)*+
n n
^ri • P=J •
s
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Da bi odredili minr' - Inu vrcdnost gonoralisano vori- 
janoo rocidunlnih odstupanja, pol; ’' a invcdo đotorminante oatri- 
co A. ITa osnovu oso’oino i s v o d 1 ; •ihja đotorminante po par&notru 








(4.42) 51o -|a 1. • M ■ .’M3
n n
\ V  ij
> / a * 4 P!_• ' r:
i j
gdo jo opsti član catrico A-1
U icrasu (4.41) clr.novi u kojima se raošo pojaviti pr s
su
n
v*.'— ) ~Pr±wJi^y,3^"'3rjwi:^y,3^ + Pri ^  pkj'rl^X,X) +
k
n
-  P r j )  Pfci"! •
k
Kad su obn indoksa i i  j  ra n lio ii.- . o.l s ,  ondn so u (4 .4 5 )  uopšto no
pojavljujo Đ , talco da joV3
i r ) t ^(4.44) i , J  [ i , J o  1,2,..., } ji 3} j 4 a B> r ~ ' 1 = 0] .
ICad jo i=a, a j razlioito od a, cnda su olanovi is:- 
rasa (4.45) u kojima so pojnvljajo p..




(4«4o) [ ž-t jcj~2.t 2 f  , . ,  t ni}j  i s d i  j-JiS => ~~ = ^ p?..
Na sliSaii naSin co uo’ j proveriti da jo
3a. .O*' —
(̂ »•-̂  ̂ I if j[», . • • >Ell] SrtCf j=S=> 'TZ~' • = ••*/. (y,2-)+ \  3
4  l  J  U‘ers L  ....
Ic
Ivad su oba indolooa jodnol:a s đobija so
n
(4*47) ĵ”i, j[i» Js^l,2, • «* jEijj i=j=s= > g p' ̂  =2 [-7/^(y,x)+^(3,^v/^v(x,:;) ] J
Poslo sauor.o israsc. (4.44), (4.45) i (4.47) u isras 
(4.42) do’oiiSo so
d l o r !AI
3PW
n







2 ). * )' ^  " r S ^ )
Pooto jo A aicatriona raatrica, A_1 jo talcodjo s:
dna, talco da jo
pa jo
as <ha - c.
ja a
I p 7 ~  “ ) + ) P]ci’vrv(;;»:;)]
n n




(4.48) f  ; ’̂ * =  2 ^ a ^ Pkiwr2c(x,x) ]
2:
Matrica icvoda dotor i.aaato Jo matrioa
r , .iSloM/J
af*Ll






’* 3 8• roa j
čiji opoti Slon jo dat 
dcoa catrica
(4.43). Ova matrica isvoda je slc-
(4.49) 01odA3 p = ( ^ L  " ‘U P ) A
IsjedaafiavajUoi oleo.onto matrico (4.49) oa nulcm do- 
biće co aatriCna je&naSina
w* - w q= o, yx xx *
odallo slcdi (4.59), iito d ’ r.uje tcoroau.
Toorc-î . 'I>9, r.iL*I:.;:ilna vrednost generalisano varijanoo 
rosidualnih cdctupaaja je jodaaJca doterminanti
(4.5o) cia|Al = |w ~ ¥ V/f. V/* . | .
jj j— — j—
Đ o k a c. Mininalnu vrcdnost generalisaae varijanoa 
rezidualnih cdotupanja dcbiccno !:ad u matrioi
A = [S(Y - Y)#(Y-Y)]
otavimo da jo
Ys X vf1 VI9 . y2c
Tolco žcso dobiti oatriou o“c,’dvanih vrcdaosti
[E(Y-x \?:3; ..r;: )],
odclcLo 20 poslo sao20ajc» uooij-; iv.itrioa
VI - T7 v/"1 V/*yy st y=:
cdaooao jodcadica (4-*5o)# oto čLc’casjJo toorcau.
Toorena 4.3,o. Kvadrat volrtorahog kooficijenta korela- 
cijo jo cdnos racliko gonoralismo vorijsaoo oioatorna promealjivc 
Y i taiiiinalno varijonso rosiuualnih cdotupaaja preaa goncralisanoj 
varijansi to prcnonljivc, tj.
o |W | - r.in |A|
U V/TJ'
D o k a s. Kad u israa (4.13) kojia jo dofiaisoa vc- 
kkoroki koeficijcat korolacije, ; ■ ;;ndio oiniiaalau vrodaost geaore* 
lioaae varijanso reoidualnih odotuprnjo (4.5o) dobidono
e2 „ 2 . C V ' ! I , 
g !v; ! pvy1w «/
cddčLo olcdi tcorcna.
4.4. Gocuotrijs’;:'. interpretacija velctorckog 
kooficijonta koi’elaoijo
Posoatraooao prost slf.cr.jaa usoralc volioine H. AIco 
aa olemoatiaa tos usorlm norimo obsločja Y i X, pri 6 o m  jo Y n-di- 
oenzioaalna aloatorna promcnl jiva, a X a-diaeasioaalaa proaenljiva, 









221 “oo . . • • A rv .n2 j
Y *«? . • a. -tJJ
.A
_ i:,t aot? »'frJLijl -̂OTT ... X 'SU.J
Srodinu usorlca (4.51) oi^aSićon
(4.52) yx> v2> • • •» y. ?
[ J o$ * * $ + •  mt)p j
1TTa
P o z o r i s s o  ko*’wi;asti.i pc;'.ia!; u t©2i2to ucorlca (4.02)
r-, J- <“• %yT •? i*%
td;o da ucoralc pcatajo natrico
- “ jV - V
y n  -  S 1 * * ' *11 21 nl
(4.53) [y» 3 c ]  «
V  V"1T! *  '  !2 m  * *  r ) 12 r'22 * * * Xn2
« »
o 1 1  r j  J O  -J i  A  V 4 0 i « “ “  y c l ) X 1 W . •  •  •  -  ■Jj H  £ k i «  .
Ocnačino oa S d:lr,p rnicr.iu r:iitri cu usorka (4.53)









S_ = rj [S., . (pV^Vjcy A* -j
sj3: = T;
s.„ = i. ts, ,(:=,::)]— r*- +* —J





(4»£^/ 1’o.̂ j [isT lpS,«.» jUj .] i'o(*.i.j2,• • *aj~> •>i.- Ay>%)a '̂ y.-u3,-.>;
fc
N
%>L —>j s >2#• • •#a'| *4j(x»30  s ^  .VJ
lc
Gonoralisaaa varijansa U2crl:a sa m-dimenaionalnu 
aleatorsu prcncnljivu Y jo detorsninanta Js.. (, sa n-dinonzicnal- 
nu prcnonl jivu X jo dotcrainanta j 13 c. sa (m+n)-diEonaionaln\j 
oloatornu proaonljivu [Ya X] jo doterminanta |S’.
Poocatra/;o N-dincnsionalni Eulclidov prostor R.„.
Svaka fcolona catrioo (4.55) prodstavlja jodnu taSfcu u tom proo-
toru, tj. jodan K-dimonsiomlni vcfctor, tafco da usorfcu (4.55) od~
covara m+n taSalca prostora R..,? cdnosno n+n vefctora.* n
L'atrica y aošo biti prcdstavl jena fc&o m vektora pro-
otora ILt. Elcncnti diaporoione oatricc S aloatorno pronanljivo T* 7 7Y su proporcionclni sfcalarnoa proi r/cdu velctor kolona y. i y.
matrico y (fafctor proporciocrdLnooti jo jodnalc l/N).
Skalarni proisvod ,
y[y± = s1±(y>y)




jo pi'oiavcd 4u2 voktora y. i y, i oooiausa ugla izaodju njih. 1 li
Poomatrajiv.o ar.d ccoaotrijsku sliku taziranu na ovih
Zs q  s 5, voktori y. P yQ i yr cdredjivado jodan paralolotop u pro- 
atoru Hjj. U opatom slučaju, ta lcolona matrico y odredjujo jodan pa- 
relelotop proator IL. koji jo o iv ico n  parovima (o-l)-dijaQnzionalniliJw
hiporravni cd lcojih jcdna prolasi In'oo m-l tacku i paralolna jo aa 
m-tim vektoroa, a druga prolaci loroa n-tu taoku a paralolna jo hiper- 
ravni koja jo odredjena aa c-.l vcktoron. Za ovoko cdredjen para- 
ieiotop vaai alcdcća toorcna:
Toorcr'i d-.il
lolo-
I'cka j: y = 0̂* y2> *•*» y.a)» p̂i
ncnsicnalna voktor kolona. +IIvadrat zapremino para-
cdredjenos sa y proporcioaalan jo determinanti JS _J 9 a
jjj yyfai.tcr proporcionalnocti je K  , tj.
v2 = haj s j .
\ " *
\
D o k a s. Toorcau ćcno dokasati indukci joa. Kad jc 
«. ~.3 tccrena jo tačna jor cc tad proizvod matrica
y 'y  = y£ yx
cvodi na skalarni proisvcd voktora y. sa saciim cocon, t j. na du-
Oo
Einu volrtora.
Ptedpostavirao da jo tvrdjonjo ispravno a u  = I:-l.
Đolasaćcrao da ja tad teorcraa taona i aa ra=k.
Priraotimo prvo dc. Jo ;:c,pr'n pravoucaonog paralo- 
iotopa cdrcdjcnog sa ic taocka J "• '-■.x sapro: .ini paralelotopa cd- 
redjoaoj sa k-1 tacaka pc;:no2onoj s,; "vi; inc,i" (duainca k-tog vo~* '■Nktora ortosonalnos na proootalih k-1 vcktora).
°aaaoirao prvih k-1 kolona matrico j sa Ŷ ,__i ̂
talco da jo
) = (y-̂ s 'j^ ••*» )»
y - c ' i - - 3- y  7fcJ ■
Liaoorna kor. ;hir.ac i J;
C1 yi + a2 72 * *** °I:-1 yk-l
pr dstavlja vcI:tor u paralclotopu odredjcnora vsktorima , J^3" ’ »^v.- •
OVO 0 . e..? w.c, _ ciredaćcao talco da rasliicaiC-i
yk ” °1 yl " °2 y2 ” “ °k-lyk-l
Ludo crtojor.alna ra voktoro
yl» y2' *"> yi:-l
t j. talco da jo
(4.57) ^  v Ld s f - A . . . , k - l > 'J’JJ^^Ji"0^ 2“ "* “ ck-lyk-l~0j*
2ada jo
= = y, - °j yx - °2 y2 - - V l  yk-i
visiaa paralolotopa odrcdjono- sa vclctoriraa
01
yi» *•'» y?-
Koka je C kvcdratr.c aatrica











Determiaanta m&trice C jo jcdnalra jciiaici. Tad jo
tci:o da jo
y . C ■ [Vu’ s]
|y'y| - !c'| |y'y| |C| . |(y G)* . y 0 
= ^ Y(k-l),S^  ^(lc-l)* =
YC:-1) Y(I:-1)
| -  YC:-1)
Iz uclova (i-.57) i-v.auo da Jc
Y(k-1) . a s 0
talco da jo
I V  ? \ V
l * C:-l) Y (ir—1) 0
0
I •




|yay! = !y (i;_i ) • Y(k_i)i *9 r.
C2
KaI:o or.o prodpoatavili ua toorona va'ii ca Bi = k-1,
to maoi da jo
! . 1)!
kvadrat capremino paralolotopa ourcdjanoc oa k-1 -taoa!:a, a s*,s 
kvadrat "visine", pa jo njiliov proisvod kvadrnt saprcnino paralelo- 




a to jo i trebalo ddcarati.
S K i ,rT y . yyy ii
|S | B Iv y»y- ilf y yTJ
\y'y\
i- ,T1 r*s i; j o
1
A cad ao vrr.t:*' -o .na nroralc (l-.5d). Na osnovU toora- 
i 3.4,11.13 + a taSaka ps’catora 11, obrasujo paralolotop sa kvadra- 
ton sapremine Jcdnakin dot r.niu'-nti i s|. Porod toga, prvih ns kolo- 
na obracujo paralolofcop ca k f c e / i  saprciaino jodnolcira dcterain : - 
ti | S_ j , a preoatalih n kolo n o" . . iraja pnralclotop oa saprc. si:ic.n 
cdrcdjonoa dotcrainanton js._rj.






jo cdnoo proisvoda kvv irr.ta :. pr< lao (nrn)-diiaennionalnog para- 
lolotopa i proisvoda mpr ina r.-điracnzionalnog i n-diraonzional- 
nog paralolotopa prootora R.,.
Kad jo ratrica
0
tj. kad su volctori
yz* y2»
ortogonalni tad jo oaprcaina (m+n)-*dimenzionalt j paralolotopa jo- 
dnclca proisvcdu capremina u-dimonzionalnog i n-dizaonsionalnog pav 
ralolotopa, odnosno
|S| - \3„\ !sra|.
u tom sluSaju jo volctorsici kooficijont korelaoijo jounak nuli.To 
je slučaj lcad su proacnl jivo Y i X mcdjusobno nezavisno.
Ako voktori
f yl* y2’ •••'
. 1n
obrasuju poralolotop 
ncornij onda je veictor
Obrnuto,
saprcmino nula, tj. ako su 
ski kooi’ici jont korelaoijo
ako jo
ti vektori koli- 
jednalc jedinici.
tada is (4-.5S) slodi da ja
|S| = 0,
sto snaoi da ovi vcictori obrasuju paralolotop. sa
to jo jedino tad kad su to kolinearni vclrtori, t
dju vektora postoji linearna savisnost. Zato so
jcnt korelacijo R noŠo usoti l:ao uora linoarno S
aleatornih vektora.
prcaino nula, a 




Intereacntna je i interpretaci ja vektorslcog lcoefici-
jenta korelacije u (a+n)-diir.onzionalnoni prostoru. Matricu (4.53)
noacao oosnatrati lcao N tačaka prostcra R (svalcoj vrsti matrice * * m+n
cdgovara jcdna tačka). Matrioa
y =
!yn  yf;i1
9 9 » y:.a
h2 7oo 9 • • co
i ylN y2N 9 9 9 y,.,ri!iti 1;
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odrodjujo goncralisaau varijanou u:;orka. Na osnovu pravila za 
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yma, • y,la, / ymk y2k * • * 
k
I 7A  j
k >
Pi-incnjujuđi ovo pravilo r.r’ro ' 10 r.a svo kolono r.ntrioo (4,C ) 
dobija oo
N N
(4,61) { = \ \ ...L
G-1 0.2 a,Tj
' l ' .  ■■i -  la - t  *' l a 2*' 2a.ft * * \Laf,i\aam
•tr ir•y€r.,“:i,as J2aaJ2az *** */2a.n*/Eia(7(
*/ v y y *• * y yJDa, la, r;a2 Sa2 raam naw [
Taoko
ylasJ y2as* ***# \
(4,62) 'T'23 " 2a2!
(yiam» y2a,/ ***1' ;
dbrcsuju jodan poralolotop i; prostoru R„ cija saprcrAna jo cJil
tcrr,inanta
/  yliL lh : }  •Tl,;.y2!: *** / l̂k̂ mk
kk
(4.63) V
i ) y2!y 3,. \: yo].y, v
»  t-CL$ • • 0 CLl\\ *w 1:
'ml/lk ) 3 ••• )
L  ' ' ",w L Wir.k ;
k
t;do jo
k = a>i, a2, «•«j» am .
C3
Primonjujudi pravilo . \ cbirova detorainanti na (4.G.i)j 
capreuinu pnralelotopa c '.ro c 'Jc .v  - tr  (4.62) m oZ m o isra.'i:’.v ‘
prclco sbirova
(4.64) vf =<X-j • . CXi|-(j
pi Pa P„i
:i(Y yip, 7lpa32p8 *" 7lp/r,0;a i 
y2p/ip5 y2p/2pa y2pmy::.pm
ymp/2p2 . • • n Y noPtn mpr,j
£do ind oksi
Pn > p2» • ♦ • 3
uciiaaja vreano3ti
Ct̂ p Ctj j am
Ako su dvn ili vičo dcicsa p., madjucobno jednc.’d.,
o
c.nda oo oo u abirovima u i.. rcsu (■’. ) pojaviti detersinanta sa
dvo i l i  viop jednakih lcolovn oij . v.crCno.it jo nula. Prorn tomo u 
(4.64) ostaju detenainanto kojo c\.;;o?;vaju inioksima
p C/2 p # • » p O.f/j *•
Talcvih dotorminanti ir.:a r.i2, p.l j \
" jto i “ lio,| v v ^laz 2a, ylamy mam
V2 » i-,| Ct-j • • • Clj
.Y.,„ Y,• 1i 'j <> r>/fdjj •.. yr> y2am TnaM
• » ,vri, .Y0r<p...2 na2 ... y y. mam masi
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5to raaoi da jo io cbir kvv.'rata prcnina paralelotopa prostora
?. c' racovanih od r.i voJ.tei \ :l r Ih ir. N vektora a
yx» ***? y~;] p
pri oott 1 jo y.. i-ta vrota taatricc, y. Tin;o Jo ^Jfcacana olcdcua 
toorena:
Toorop.a 4.1^« N.:!:a |S r| dotormiasnta disporsi
.../
cao i .vrico ur;or.:a
Syy =[ 3 y’y]
koja prodstavlja go::oralior:,a vorijr.nou ucorka. Tada jo |S,J pro- 
porcicaalno sbiru kvadrata prclolotopa prostora R obrazovanih c, 
a voktora icabranih i: dju Ii v. *:tora
y-%» yc,» • ••» i • * •*•
Palctor proporoionalnosti a 14 v « .
A acd ćono co vratiti nr. (!.n-n)-dxrionsionalni proator 
i posi vtrati usorak (4.5.>). i; .’r.-.nta diaporsiono natrioo 3
prcdotavlia acru . i’ n/ . icoo.ka usorlca duš proatora R . 
Na csnovu toorcr.a 4.12 vić5. >li a o dn je ta doterminanta jednpka 
sbiru rapreoina pnrelclotc;- • v'r. er-.nih od m+n taoaka uzorka* ir .- 
branih ic N tačnkn tof: u; I •.
Sn dru«';c oi .re, d ' .’i5acrtta disporsiono catrico 
toj iatoj ur.orkn, c.li ar -o r- o' l> ' ,1 . Y, |S ! odrcdjuja moru 
rasturanja tačc.lca uzorka đu;. j .1 ■■.•on ;,ox*n ?. , i jednoka jo s;hi: u 
kvadrata zapromina parnlclctc; > c-b..a r.ov.-uih od n tc.cc.!:a isabrrnih 
ic ’.odju N tnSatca usorkn.
I; . oliCan rmoin i dct . linonta disporsione niatricojs, _j 
cdrcdjujo noru rnsturnnja tc." kn it.-;or!:a duTs pođproatorn R
• nos; atrr..nn ol 'lo’čjn Y i X modjusobno nosavi - 
»nn, c 1r. k o j n  od, o v a r o  bilo lcom izboru rc+n ta'in!
c-vcJi na proisvcd dotorninanti cd a tačnka podprostorn R i n ta£.—  
ka poilprostora R ,pa is (4.39) slcdi da jo volctorski koofioijcnt
u e / t e + A C / ' j ć '  n #  v d . / .
03
4.5. Ispitivanjo cavianosti dohotlca u privrodniia 
i vanprivi’ednia delatnostiaa
Polacoći od c in jcn io o  da jo dohodak đoo ulcupnog pro~ 
icvoda drustva koji radaioi u udnu'i.ac.i radu stiou kao priznanj.. i  
rosultat ovog i ulaipaog druotvanog rada u uolovima socijalistioico 
rohne proisvodajo, ispitadoiao cavisaost dohotkc u privredaia i vca- 
privrcdnia dolatnootica.
I "• -'vtvaron u catorijalnoj proisvcdnji jo osno- 
va i iaras slobod. cuo rada. dasvoj proisvodriih snaga bacira
so na rasvoju ssator. j proisvodnjo i to 5ini poiasuu osnovu u 
proooou udruoivanja rada i srodstava.
Eadnici u o .ia oi'ganisacijama u materijalnoj pro- 
isvcdnji udrusuju svoj rad - a  ra d n ic ic a  u osnovnim organisaoijcna 
draotvenih dolatnosti (drsavni organi, aocijalna delatnost, slco ls- 
tvo, nauka, kultura i sl.) ra ornovama slobodiio rasviono rada. dc.d- 
nioi u osaovniu organisacij?r„ a društvonih dclatnosti stiou svoj do- 
hodak na osaovu doprinosc. k o ji  sv o jis i radca dcju u stvaranju novo 
vredaosti u matorijalnoj proisvcdnji, u povedanju proisvcdnosti u- 
kupnog društvenog rada i u doprinosu brlom rasvoju društva u c o l i -
Cstvaronin dohodkca (u matorijcJ.noj proisvodnji s tv a -  
ranjom novih vrednooti, u drustveaoj dclatnosti slobcdaoa rasuonou 
rada sa radnicima u osnovnira orgr.nioaeijcm a u raateri jalno j proisvo- 
dnji) radnici aamostalno ra»p o la ’.'.u i  vv'Sa isdvajanjo orcdstava sa 
prosirenje materijalno osnove rada i sredstava sa reserve. Ostatak 
ostvaronog dohodlca sluši kao osnov ca oadovoljenje licnih i  za jod - 
niclcih potreba radnilca.
U ovalco atvorenoa dohodlcu radnioi u uđrušoncn radu 
iodvajaju srodstva sa lione dohodlco, a raspodolu tih sredstava na 
pojedino radniko vršo na osnovu saraoupravno utvrdjenih lcritorija  
i raorila.
Prema tcrao, dohoddc ostvaren u matcrijalnoj proizvo- 
dnji ja osnova ca raspodolu ostvaronih resultata a saraira tim i 00-
r.ova sa ostvcrivaR̂ e liSnih dohcIcJca. Ro-đnici u rateri jalnoj px*o- 
isvcdnji ootvaru'u dohodol: i lioao dohodlco u savisnoati od novo- 
stvorene vrodnosti (dohodlta), do!c rcdnici u osnovmim organisaoi- 
jcna udruaonoj rc.da društvonih dc'i. tno3ti ootvaruju svoj dohođ 
i licno dohodhe u savisnoati cčl d. rinooa u octvcrivanju novoo tvo- 
reno vrednosti i doprinosa r' . ; v.svoju đrvatva.
Ostvaroni dohodcl: i velioina srodr/ava aa liono do- 
hodlco, cdnocno lioni dohoci radnika u osnovnlia orsanicacijamn. dru- 
ctvenih dclatnosti nije nocavisan od ostvarcno novostvcrene vrcd-
nosti (dohodlca) u oatorijalnoj proisvodnji, a c- 
aih đohcdaka radnika u osnovni;.; organisacijam 
isvodnji. Naprotiv, ta savisnost mora biti takv 
rativnoot i nodoljivost ulaxp:iog vlrusenos rada.
^ od liii- 
xjalnoj pro-
Odnooi u ostvarivanju dohodli i licnih dohodaka rad - 
nika u catarijalnoj proisvodnji i radnika u društvenim dolatnosti- 
sa rcjulisu oo samoupravnim sporasuaovanjem a u skladu sti u tv rd jo - 
nia dručtvcno-ekoacmskia conovcra i Icritorijima. Narušavanjo csno- 
va i kriterija u odnosinia oatvoi’. nos dchcuka i li'&aih dohodd:a (1 *• 
da su nosrasmsmo u volicini suvioo veliko) dovcdi do dovijacija kc- 
jo predstavljaju osbiljnu propreku israliavanja integrativnosti i  
ncdcljivosti uI:upno3 učh'i'1 ,no.g rrd a i srodstava.
2joj toja jo u ko"kretaim  uslovima potrebno utvrditi 
vcsu isnedju dohodaka i licnih dolicdaka radnika u materijalnoj prc- 
isvodnji i radaika u dru' tvoni ; delatnostima.
Ukoliko bi bilo utvrdjano da no.postoji vesa is’.edju 
dohcdlm i licnih dohc.". .iniku u , iterijalnoj proisvodnji i r&d- 
nika u drustvonim dolatnoseit; :i, .cilo bi da samoupravni sporasu; 
narušavaju utvrdjeao drustvcno-ekci'.o.i; ko osnovo i kritorijo.
Itao primor za utvrdjivanjo ovih voza ucoćomo noto 
lioaa primaaja radnilra vanprivrcinih i privrodnih dolatnosti. Po- 
s_atradcffio saao dvo katcgorijo vanprivrcdnih dolatnosti:
- Drastvcne delatnosti i drkavni organi;
- kulturna i socijalna dolntnost.
Sa drugo strano, posmatradcmo oaera kategorija privrednih dolatnosti:
oo
- Ir.duoti'i jo i ruđarotvoj




- Trcovica i ujc .titoljstvo;
- Zoiiatotvoj
- Stauooaa i koirruualna dolatnost.
Ivoriotioorao pcđatko o visini prosecnih neto licnih 
priuanja po Opotinana SFkJ u 1974. "cdini. ICako u pojedinia OpL’ti- 
aana neke dolatno-ti nisu uopeto aastupljono, ovdo su to Opetino 
isostavl jeao, talco da ocso raspola^ali sa pcdaoina sa 254 Opštino.
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Dolatnoati Fro30ona neto Standardna
lična prinanja dovijacija
(1) (2) ........................(3) .......
Drulštveno dclatnoati
:-“ ivni orgoni - ’A C O l 1/ 17 q / 512.14
..ulturna i socijalna 
dolatnost - Y0 244o.9 5o2.93
Iaduatrija i rudars- 
tvo - 22oo.5 552.86
Poljoprivreda i 
ribarstvo - X9 O Or4 O 446.14
Šuaarstvo - X„ o 2552.9 «JXr/  w w i
Gradjovinarstvo - X4, 2o91.2 441.95
Saobračaj i voao - Xr0 2528.3 349.18
Trccvina i ugostitelj- 
atvo - XG 2124.7 276.1G
^ -  J.~ •&.___ V
it d iiu b o  bVO *• 1222.0 428.7o
dolatnost - X^ 2o75.4 412.31
Kao oto 20 vldi ic tnbole 4.1, prooočna neto liona 
prioanja u vanprivrodnim dolctnootima su voča cd procccnih ncto 
prinanja u privrcdnia dol-otnostina. Mcdjutim, is kolono 5 ove ta- 
bolo 20 vidi da je varijabil.it ,/i; lionih primanja u privrednim do- 
latnostima veći cd vari jabilitota pric.anja u vanprivrednim đelat- 
nootica (a isucotkom trsovino i ucostiteljstva) što se mošo obja- 
sniti manjia razlikoma u bkolskoj spreai radnika vanprivrednih de- 
latnoati u cdnosu na raslike u akolskoj spreai aaposlenih u priv- 
rednim delatnoatima.
o2
L’ciS slcdodi sadatcdc jo iopitivanjc savisnosti lic- 





~do ćeao olenonto korelaciono matrico odrcditi preko obrascc
■ 254
(U.-o ,)(V.-a .)v x X Viy
or/ 254
(Di-aui) I > <T« - 0x vx
Na osnovu podatalro. dobijona jo korelaciona aatrica
Jl.ooo »753 i .524 »5.3 .533 .552 .655 .67o ,6o2 .575
l.ooo .565 .Co4 .459 .615 .652 ,7o3 ,6o3 »6o9
l.ooo .421 .552 .5oo .426 .449 .498 .425
1.000 .429 .463l .421 .576 .4ol .454
l.ooo ,52S .239 .597 .253 .516
P. = . 1.000 ,58o .499 .593
1. 000 .517 .541 .528
1.000 .545 .541
1
i 1. ooo .547
L  i 1. ooo
Promenljivo Y, i Y0 iuaju visok kocfici "*•kore-
lacijo
r(yi» y2) = *753 ,
>,lo5
c. prozotHjiv© su mcdjusobno slabo korelirano. Naj^
vsci kooficijent korelacije kod ovih promenljivih je
2* ̂  x  *  ̂ Xq) s3 • 59o
n jTncm j«*.
r ( x „ 9 xr.) 13 <o /
Pored toga, procionljivo Y-̂  i Yg inu ju doota vioolre 
i:oreIacijo sa pror.cnljivia X,, X^j ...p Xn. Zato Li cad trebalo 
iapitati aavioaost ovalco od promcnljivih Y- i Yg 5>d svih promen- 
1 jivah j •.. jXc#
Na osr.ovu standardnih dcvijacija posmatranih proccor.- 
ljivih (icolona 3 tabele 4.1) i korelaciono matrioe R mošo se lalco 
odrcditi dispersiona aatrica pronenljive
2  -  Yi »  *2» ‘V3 S X /.s a 5 s X S* X 7* X C  i
icao proasvoa.
r





nost ou pro; 
voau
A sad 6omo posuatrati proncnljivu Y- i njcnu savis- 
snl jivih' ii;, ..., X,. Naravno, pooaatradcno linaarnu
*1= °ol+ °11X1+ J2iA2':' J31X3+b41X4+ °51X5+ °S1X6+ °71‘v7+bSi'3
Regreoiono kooficijcnte dobićouo iz jcdnacino
b/. \ = lT* m .  v (x.) ;nc (1 ) P
gdo j o
b(l) 3 !bol'1 -il* **’3 DCl]
a V/£, \ prva lcolcna j n a i r i c ..
Sracunato vrounooti ro^rooioaih lcooficijoaata
b ^  = o.27oob ,  = 540 .60  ol
b , ,  = O.1C02 ±1
b21 = o .o717  
I>„, = o .oc32  
b,,, = -o .o !5 2
b,, = o.5o23 ol
b ^  = o. oGOl 
b r>1 = o.o741
Kooficijant dovcr*: ' voljo (?:v;.drat Viaestrukog ko- 
ofioijonta korelaoijo) sa prc . 1jivu 11 ima vrcdnost
= o.Gbo,
Na slioan nacin poociatraćcao p.v Ijivu Y., i njenu savisnost od 
cvih pro;r.c;il jivili l' , 7,...  iđ sio linoarnu savisjX '> V7
Y2 “ bo2+b12Xl+b22X2+b5::;'''3‘; 1 2 V b52X5+b6 2 V b72Xr/+b82X3
Na osnovu p c t  ■ >1:1 jr.ju c-o olcdooo vrcđnosti ro* 
;;rosionih koofici jenntn;
bO- K 414.76 b{>2 r : o.lG33
b12 r s o.ll.U b62 r r o.2G6o
b22 « o. o:‘ 'o b72 » o.o707
°32 r s o.oG32 ';J2 r : o.o772
b42 o.o529
Kcoficijvnt f.rl . *ijo ca pror.^nljivu Y„ jođna!: j
lv0 ss 0 9 m
Kao 5to ao vi<1i, J <1 ponmatrnmo nor.avir.no prop-nljivo
lo5
Y-, i Y_ i njihovu savioiioot cd prosonljivih X,,..., X dobi
x &  Jl  O
no dosta volllre vrcdnosti vioootrulcih koeficijonota korelncije.Vei 
sad cošono zalcljuciti da postoji volika cavicnoot licnih primonv'; 
u vanprivredaim dolatnostiru i liSaih prim-oiija u privrednira dolav-
Sad ocno poor;
njihovu sovionost cd pro.. nlji 
torslci koeficijont korelacijo.
A ■?
: a a .
nultcmo pror. :i
'-pj *•* i --8
iljive Y. i Y0 iJL ^
i cđrediti vol>*
Doterminc korolucione raatrico R iraa vrednost
|a! Oo CC'—OCw* j
s. dotorainanta korelaoiono 
i Y0 iaa vrcdnost
matrico koja cdjovara promenl jivima Y-;
R = 0.428IG4 . i TJ i
Dotorminanta korolaaiono uatrioe koja odgovara pro- 
mcnljivima X, 3 • ••» 3̂ Jodncka jo
o. cio r̂r, /i
Ka osnovu icra:;a (i.2l) kojir. jo definioan vektor-
ski kooficijcnt korelacijo 
ca, dohidc so vrcdnost
CLG vC' K « .inanti korolaoionih 1. tri-
R s: o.7GoD »c
Gvoj kocficijcnt prodstavlja ;r.oru linoarno savisnosti licnih do- 
hcdalca u vanprivrednim dolatnoatir..:; i licnih' dohooalca u privred- 
nim dolatnoatima.
0 O  *,. - . O  U. O 1. '. . . . . v . » t ^ dobili sa»o dosta vYli~
ku vrodnost vektorskos k .'i;. 
na prcdpostavka o usajcr.no j s
ijonta korelacijo. jo potvrdje-




Z A K LJ U Č A X
Posmatraju<5i aloatorn© sti’ukture na statiotio’ h,i 
slcupovina, B. Ivancvio je iapitivao linc.vrau savionost irvedju ■ i 
ti..tiolv.k strulrkai'a i doflnisao J koloktivni koefioij t koj ola 
cijo kao noru linoarno cavionocti r.cdju njica. Zajedno sa J.] .:;a 
natca, Ivanovid jo dokacao da Jo koloktivni koefioijent korelnui- 
jo jcđr.ak jedinici a!:o i sano o!;o su aloatorno otrukture linv.ir, 
savisno.
B. Ivanović jo prcdpostavljao da otatistioke struk 
turo inaju isti broj klasa i pc’: ,o jo da so metodom najiimnjili 
kvadrata nono cdrcditi dcliniov::, linoarati savisnost icrrdju stru 
ktura. Na osnovu oconjenih cavicaosti rootodon najnanjih kvadrata 
dofinisan jo i kolektivni koeficij nt korolacijo.
Prvi sadatak cvoj 
so ispituje linearna savisnoct i 
ic:aju rasličit broj Islaca. i'ato
r'ada bio jo clrodjcn potreboia da 
,: ., ;dju cleatornih struktura kojo 
jo trebalo resultnto B,Ivanovioa
prosiriti i na ove sluSajove.
ICoristoći notcd nr.j;: ajih kvadrata, u drugom dolu 
roda cdrodjsn jo postupak sa ispitivaijjo doliraione linearne vora
:dju statističlcih struktura oa raslioitira brojom klasa. Na oc 
aovu lincarno oceno jcdr.o statistlčko strulcturo proko druje stnd
lo7
tur©, doflnlaaa jo Iioloktivni koofioijent korolacije kao uopotonjo 
Ivanovidovog lcoefioijonta kovolacijo. Polcacano jo da tako defiuisan 
kololrtivni lcosfioijcnt korolacijo ira iato oaobine kao i ot>icni ko~ 
eficijcnt korolaoijo. Ilair.o, vrclra.at lcolclctivnog lcoofioijenta k.c • 
lccijo jo uvck iccciju nulo i :o ■. o su strukture modjn,
nocavisne ccda jo njogovc vr " ' - . i vli. ikvLektivni ko
joat korelccijo ir.a vrcuco j :-n ako i seiro cko postoji li;
na savisnost isscdju statiat' ' Vi ačrutctura i r :.k> prcdatavlja uora 
licocrne savisnosti iccsdju atatiatiokih atruktura.
Slcdcći ccdatak jo bio da so prodhodni roaultati ko- 
ji so ođnoso nc statistioko stru’ataro uopšto nc olcupovo obelo:;ja. 
Kcico, ucooto jcdao otctiatičko otrulcturo moi;o;:io posr atrati 3kvip 
otatioiiSkih obeloSjc, c UT.csto ■ ’.go strulcturo posuatraoeao firugi 
skup obolcsja.
Pootupak icpitiv linecrnih cavisnosti isncdju 
ctatictiSkih otruktura uopctcn jo i na sluoaj iopitdvanja cavic- 
nooti icncdju grupa otatiotioldlh c’ .leHja. Zato jo u troćor. dolu 
dofinican alectorni vektor, r.cficl vi 'cdir.cncionalnog nonoalnog rr-‘- 
cporeda i uolovi nesavicnosti c.l-: toraih vcktora. Porod toga dc- 
finicane su rogrooiono hipcrpovr..:' ne i pokascno jo da co u modelu 
višodimeazionalnog noraalnog rao ,’eda regrooiona površina svodi 
nc hiperravan.
Da bi icpitivcli .: vi.vnoct aloatomih velctora i kod 
drugih rasporeda, dcfiniccna jo cr-.dnja kvadratna regreaiona hipor- 
ravan* Pri odrc'djivanju orcdnju w.t.uj rcgreaione hiperravni ko-
riaćcn jo netod najnanjih k x  '.rct-„ IT>poj;.nati koeficijenti ou cd- 
redjivaai tako ato jo ninini:’.r. a r' ’p-.n sbir ol'ofcivcaih vrcdnocti 
kvadreta residualaih cdotup; ; ; j  . uo je da crcdnja kvadrotna
rogrosiona hiporravan iaa isti ob’fik kao i regreaiona povraina kofi 
norrainog rasporcda.
Pri icpitivanju . "... ,kor;;o proisonljivo odredjuju so 
isvocni parametri koji pr. .latavlj--’,ju ncro contralno tendonoijo,: 
ro rasipanja, moro aaiuotrijo i sl. Jodc.n od osnovnili pvromotcra 
rasporeda jo varijanca aleatcrno pro:, ;aljivo. Kod aloatornog vek- 
tora trebalo jo dofinisati goaeralisanu varijaaou koja bi prodatav-
IcC
Ijala aoru rasturanja aloatoraog vaktora du« colog prostora.
Na osnovu dofinioijc eoncralisane varijanso odredjo- 
r.a jc srcdnja kvadratna rcgTOsiona hiporravan. Pokasano jo da arc- 
dnja kvadratna regreaiona hipcnr.von minir.iizira genaralisanu vari- 
jansu l'osidualnili odatupanja ;.lc toinih vektora.
U ootvrtca uolu rcćla dofinisan jo tav. voktoroki ko- 
eficijent korclacijo. Do .. iioij.r jo data anolo' j dofiaiciji obio- 
nos kcaficijenta lcorelaoijo. Pohnrano jo da so vektorski koefici- 
jent korelacijo svodi na israz cdrcdjon sa ainimalnoia vrcdnojću c - 
aeralisaae varijcnso rezidunlnih cdstupanja. Kod noronlnos rasporo- 
da ovaj koeficijent so svodi na ioras cdredjon rocrosior.on hiporpo- 
vrainoB.
Vektorski koefioijont korelacijo ina iste oso'oino 
kao i ooieni koefioijent korolacijo. Ako su vektori stohastidki 
nocavisni, vaictorski koefioijcnt korolacijo jo jednalc nuli. Porcd 
to~a, vektorki koeficijont korelacijo jo jodnak jeđinici onda i 
sar.o onda kad isnedju aloatornih voktora postoji linoarna savis- 
nost.
Jedr.o pojlavljo ovcj dela jo posvocono gooootrijs- 
koj interpretaciji vcktorckog kocficijcntr. korolacije. Kaime, po- 
snatran jo prost sludajan ucorak i pckazano jo da jo taj koefioi- 
jont dofinisan proko saprcnina p; ralclotopa cdrodjoaih aloatorai!, 
vokt orina u prostoru uzorlca,
Kao primor, poc :atrani su licni dohodoi vanprivrcd- 
r.ih i privrcdnih dclatr.osti. Ka bazi pcdatalra za 254- Opštino SldtJ 
sraounat jo vektoroki koeficijent korolr.oijo i dobijcna jo vrod- 
noet o,77, što pokazuje dosta visc’.oi zavisnost lidnih dohodaka u 
vanprivrodnim dolatnostima i ličnih dohodaka u privredaim delat- 
nostiaa, a to je i trebalo oookivati.
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